
Материалы заданий Олимпиады школьников «Надежда энергетики»  
по предмету «математика» в 2016/2017 учебном году 

 
Характер и уровень сложности олимпиадных задач направлены на достижение целей 

проведения олимпиады: выявить способных участников, твердо владеющих школьной 
программой  и  наиболее подготовленных к усвоению образовательных программ 
технических ВУЗов, обладающих логикой и творческим характером мышления, умеющих 
математически "смоделировать" реальные ситуации из различных предметных областей и 
применить к ним наиболее подходящие математические методы. 

Задания олимпиады дифференцированы по сложности и требуют различных 
временных затрат на полное и безупречное решение. Они охватывают все разделы 
школьной программы, но носят, в большинстве, комплексный характер, позволяющий 
варьировать оценки в  зависимости от проявленных в решении творческих подходов и 
продемонстрированных технических навыков. Участники должны самостоятельно 
определить разделы и теоретические факты программы, применимые в каждой задаче, 
разбить задачу на подзадачи, грамотно выполнить решение каждой подзадачи, 
синтезировать решение всей задачи из решений отдельных подзадач. 

Успешное выполнение олимпиадной работы не требует знаний, выходящих за 
пределы школьной программы, но, как видно из результатов олимпиады, доступно не 
каждому школьнику, поскольку требует творческого подхода, логического мышления, 
умения увидеть и составить правильный и оптимальный план решения, четкого и 
технически грамотного выполнения каждой части решения, отбора допустимых решений из 
возможного их множества. 

Умение справляться с такими заданиями приходит к участникам с опытом, который 
вырабатывается на тренировочном и отборочном этапах Олимпиады. 
 

  



Ðåøåíèÿ âàðèàíòîâ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà
Îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿

ïî ïðåäìåòó ¾ìàòåìàòèêà¿ â 2016/2017 ó÷åáíîì ãîäó

Âàðèàíò 17111 äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1
Ôèíàíñîâûé àíàëèòèê ýíåðãåòè÷åñêîé êîìïàíèè ïîñëå ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ

ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âû÷èñëèë, ÷òî ïðèáûëü êîìïàíèè çà
2016 ãîä ñîñòàâèëà S ìèëëèîíîâ ðóáëåé, ãäå

S = lg(104 tg 2017◦) + lg(105 tg 2018◦) + · · ·+ lg(1020 tg 2033◦).

Ñîâåò äèðåêòîðîâ íå óäîâëåòâîðèëñÿ ýòèìè ñâåäåíèÿìè è ïîïðîñèë àíàëèòè-
êà óêàçàòü íå ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ S, à ðåçóëüòàò, ò. å. êîíêðåòíîå ÷èñëî.
×åðåç 11 ìèíóò ÷èñëî S áûëî ïîëó÷åíî. Êàêîâî îíî?

Ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî 2017◦ = 11 · 180◦ + 37◦ è âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

lg(104 tg 2017◦) + lg(105 tg 2018◦) + · · ·+ lg(1020 tg 2033◦) =

= lg
(
104+5+...+20 · tg 37◦ · tg 38◦ · . . . · tg 53◦

)
=

= lg
(
10(4+20)· 172 · (tg 37◦ · tg 53◦) · (tg 38◦ · tg 52◦) · . . . · tg 45◦

)
=

= lg
(
1012·17 · (1 · 1 · . . . · 1

)
= 204.

Îòâåò: S = 204.

Çàäà÷à 2
Íà òåïëîâîé ýëåêòðîñòàíöèè çàïàñ ãàçà åæåìåñÿ÷íî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Åñëè â òåêóùåì ìåñÿöå çàïàñ ðàâåí x ì3, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îí
áóäåò ðàâåí c− 2x ì3. Ìîæåò ëè çàïàñ ãàçà îêàçàòüñÿ îäèíàêîâûì â êàêèå-òî
äâà ðàçëè÷íûõ ìåñÿöà? Åñëè ýòî âîçìîæíî, òî êàêîå çíà÷åíèå èìååò çàïàñ,
îäèíàêîâûé äëÿ äâóõ ðàçíûõ ìåñÿöåâ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü fn(x) � çàïàñ ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ ïîñëå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

f(x) = f1(x) = a− bx, b 6= −1

Ïðè ýòîì

fn(x) = (−b)nx+ a(1− b+ b2 − b3 + · · ·+ (−b)n−1).



Óðàâíåíèå fn(x) = fm(x), m > n, ïðèíèìàåò âèä

((−b)n − (−b)m)x = a((−b)n + (−b)n+1 + · · ·+ (−b)m−1).

Íàõîäèì

x =
a((−b)m − (−b)n)

(−b− 1)((−b)n − (−b)m)
=

a

b+ 1
.

Ïîäñòàâëÿÿ a = c è b = 2, ïîëó÷àåì x = c/3.

Îòâåò: äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåñÿöåâ âîçìîæåí îäèíàêîâûé çàïàñ
ãàçà, îí ðàâåí x = c/3 ì3.

Çàäà÷à 3
Îêðóæíîñòü S1, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû y = x2 â åå âåðøèíå, èìå-

åò äèàìåòð 1. Êàæäàÿ èç ïîñëåäóþùèõ îêðóæíîñòåé S2, S3, S4, . . . êàñàåòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì ïðåäûäóùåé îêðóæíîñòè è âåòâåé ïàðàáîëû. Íàéäèòå ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè S2017.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü rn � ðàäèóñ n � îé îêðóæíîñòè, Qn = r1 + r2 + . . .+ rn.
Òîãäà öåíòð (n + 1) � îé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè

(0, 2Qn + rn+1), à åå óðàâíåíèå èìååò âèä x
2 + (y − (2Qn + rn+1))

2 = r2n+1.
Óñëîâèå êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòüþ âåòâåé ïàðàáîëû y = x2 îçíà÷àåò åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y+(y−(2Qn+rn+1))
2 = r2n+1. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y2 − (4Qn + 2rn+1 − 1) + 4Q2
n + 4Qnrn+1 = 0.

Åãî äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷àåì

D = (4Qn + 2rn+1 − 1)2 − 4(4Q2
n + 4Qnrn+1) = (2rn+1 − 1)2 − 8Qn = 0,

îòêóäà rn+1 =
√
2Qn + 1/2. Òàê êàê r1 = 1/2, òî r2 = 3/2, r3 = 5/2 è ò.ä. ïî

èíäóêöèè ïîëó÷àåì

rn+1 = (n+ 1)− 1

2
.

Ïîýòîìó r2017 = 2016.5.

Îòâåò: 2016,5.

Çàäà÷à 4
Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî a2+ b2+ c2 = 6abc. Íàéäèòå

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a+ b+ c.



Ðåøåíèå.
Ïîëîæèì x = 2a, y = 2b, z = 2c. Òîãäà

x

yz
+

y

xz
+

z

xy
=

1

2

(
a

bc
+

b

ac
+

c

ab

)
=
a2 + b2 + c2

2abc
= 3.

Ïîýòîìó

a+ b+ c =
1

2
(x+ y + z) =

1

2

(
x+

x

yz
+ y +

y

xz
+ z +

z

xy
− 3

)
.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî x+ y + z ≥ 3 3
√
xyz, x

yz +
y
xz +

z
xy ≥ 3 3

√
1

xyz , ñëåäîâàòåëüíî,

x+
x

yz
+ y +

y

xz
+ z +

z

xy
≥ 3

(
3
√
xyz + 3

√
1

xyz

)
≥ 3 · 2 ·

√
3

√
xyz

xyz
= 6.

Òîãäà a+ b+ c = 1
2

(
x+ x

yz + y + y
xz + z + z

xy − 3
)
≥ 1

2(6− 3) = 3
2 .

Íåðàâåíñòâà Êîøè x+ y+ z ≥ 3 3
√
xyz è x

yz +
y
xz +

z
xy ≥ 3 3

√
1

xyz îáðàùàþòñÿ

â ðàâåíñòâà ïðè x = y = z. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî óñëîâèÿ íåðàâåíñòâî

3
√
xyz + 3

√
1

xyz
≥ 2

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè x = y = z = 1. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a+ b+ c, ðàâíîå 3

2 , äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b = c = 1
2 .

Îòâåò:
3

2
.

Çàäà÷à 5
Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 ïóñòü S(n) îçíà÷àåò ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ sinnx = sinx íà èíòåðâàëå [0, π]. Íàéäèòå ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè
S(n) îò n è îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ðàç S(n) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2017.

Ðåøåíèå.
Ïî ôîðìóëå ðàçíîñòè ñèíóñîâ sinx − sinnx = 2 cos n+1

2 x · sin n−1
2 x, ÷òî

îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè cos n+1
2 x = 0 èëè ïðè sin n−1

2 x = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì n+1
2 x =

(
j + 1

2

)
π, îòêóäà x =

(2j + 1)π

n+ 1
äëÿ ëþáûõ öåëûõ j. Ïîñêîëüêó x ∈ [0, π], òî j ∈ [0, n/2]. Òàêèì îáðàçîì, â
ýòîì ñëó÷àå åñòü 1 + [n2 ] ðåøåíèé, ãäå [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a.

Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå n−1
2 x = kπ, èëè x =

2kπ

n− 1
äëÿ ëþáûõ

öåëûõ k. Ïîñêîëüêó x ∈ [0, π], òî k ∈ [0, n−12 ]. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü 1 + [n−12 ] =
[n+1

2 ] ðåøåíèé.



Îäíàêî ñðåäè ðåøåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü îäèíàêî-

âûå, íåîáõîäèìî íàéòè èõ. Ðåøåíèÿ áóäóò ñîâïàäàòü, åñëè
2j + 1

n+ 1
=

2k

n− 1
,

îòêóäà k =
(2j + 1)(n− 1)

2(n+ 1)
, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äåëèìîñòè íàöåëî ÷èñëèòåëÿ

íà çíàìåíàòåëü. Ïðè ÷¼òíûõ n ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëèòåëü � íå÷¼òíîå
÷èñëî, à çíàìåíàòåëü � ÷¼òíîå.

Åñëè n = 3( mod 4), òîãäà çíàìåíàòåëü êðàòåí 8, à ÷èñëèòåëü êðàòåí
òîëüêî 2, òî åñòü ýòîò ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé n = 1( mod 4). Óñëîâèå ¾k � öåëîå ÷èñëî¿
ýêâèâàëåíòíî äåëèìîñòè (2j+1)(n−1)/4 íà (n+1)/2. Äîêàæåì, ÷òî (n−1)/4
è (n + 1)/2 âçàèìíî ïðîñòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó íèõ
åñòü îáùèé äåëèòåëü d, òî (n−1)/4 = ad è (n+1)/2 = bd. Âû÷òåì èç âòîðîãî
âûðàæåíèÿ óäâîåííîå ïåðâîå: (n+ 1)/2− 2(n− 1)/4 = 1, òî åñòü bd− 2ad =
d(b − 2a) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (2j + 1) äåëèòñÿ
íà (n + 1)/2, ïðè ýòîì j ∈ [0, n/2], è ñ ó÷¼òîì íå÷¼òíîñòè n, j ≤ (n − 1)/2.
Ïîýòîìó 2j + 1 ≤ n, íî n < n + 1 = 2(n + 1)/2, òî åñòü 2j + 1 ≤ (n + 1)/2.
Çíà÷èò, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà (2j+1) äåëèòñÿ íà (n+1)/2 � ýòî ñëó÷àé,
êîãäà 2j + 1 = (n+ 1)/2, îòêóäà j = (n− 1)/4.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî n = 1( mod 4) ñîâïàäàåò îäíî ðåøåíèå ïåð-
âîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ.

Â èòîãå, ôîðìóëà äëÿ S(n) ïðèíèìàåò âèä:

S(n) =

{
1 + [n2 ] + [n+1

2 ], n 6= 1( mod 4)

[n2 ] + [n+1
2 ], n = 1( mod 4)

⇔

{
n+ 1, n 6= 1( mod 4)

n, n = 1( mod 4).

Ïîñêîëüêó 2017 = 1( mod 4), òî S(2016) = 2016 + 1 = 2017 è S(2017) =
2017. Çíà÷èò, çíà÷åíèå 2017 ïðèíèìàåòñÿ 2 ðàçà.

Îòâåò: a) S(n) =

{
n+ 1, n 6= 1( mod 4)

n, n = 1( mod 4)
, á) 2 ðàçà.



Âàðèàíò 17101 äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1
Ôèíàíñîâûé àíàëèòèê ýíåðãåòè÷åñêîé êîìïàíèè ïîñëå ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ

ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âû÷èñëèë, ÷òî ïðèáûëü êîìïàíèè çà
2016 ãîä, âûðàæåííàÿ â ìèëëèîíàõ ðóáëåé, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

12x+
12x√
x2 − 1

= 35.

Äîëæåí ëè ñîâåò äèðåêòîðîâ êîìïàíèè ïîâåðèòü ýòîìó?

Ðåøåíèå.
Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è.
Ïîëîæèì y = x√

x2−1 , òîãäà x
2y2 = x2+y2 è xy > 0. Ïî óñëîâèþ, x+y = 35

12 ,

ñëåäîâàòåëüíî, x2 + y2 + 2xy =
(
35
12

)2
, ò.å.

x2y2 + 2xy −
(
35

12

)2

= 0.

Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî xy è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî xy > 0,
ïîëó÷àåì xy = 25

12 . Òåïåðü x è y ëåãêî íàéòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé{
xy = 25

12 ,

x+ y = 35
12 .

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ x1 =
5
4 ; x2 =

5
3 . Íî ïðèáûëü

íå ìîæåò îäíîâðåìåííî ïðèíèìàòü äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: íåò, íåëüçÿ âåðèòü äâóñìûñëåííûì ôèíàíñîâûì ðåøåíèÿì.

Çàäà÷à 2
Íà òåïëîâîé ýëåêòðîñòàíöèè çàïàñ ãàçà âñåãäà îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì

è åæåìåñÿ÷íî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â òåêóùåì ìåñÿöå çàïàñ
ðàâåí x ì3, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îí áóäåò ðàâåí 1/(1 − x) ì3. Ìîæåò ëè
çàïàñ ãàçà îêàçàòüñÿ îäèíàêîâûì â êàêèå-òî äâà ðàçëè÷íûõ ìåñÿöà? Åñëè
ýòî âîçìîæíî, òî êàêîå çíà÷åíèå èìååò çàïàñ, îäèíàêîâûé äëÿ äâóõ ðàçíûõ
ìåñÿöåâ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü fn(x) � çàïàñ ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ ïîñëå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî.

Òîãäà

f0(x) = x, f1(x) =
1

1− x
, fn+1(x) = f1(fn(x)),



f2(x) =
1

1− x
=

1

1− 1
1−x

=
1− x
−x

= 1− 1

x
,

f3(x) = 1− 1
1

1−x
= 1− (1− x) = x.

Äàëåå ôóíêöèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn áóäóò öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü fn ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 3, èìååòñÿ âñåãî òðè âèäà
ôóíêöèé:

f3k(x) = x, f3k+1(x) =
1

1− x
, f3k+2(x) = 1− 1

1− x
.

Åñëè íîìåðà m è n èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, òî çàïà-
ñû fm(x) è fn(x) ÷åðåçm è n ìåñÿöåâ îäèíàêîâû ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ x (x
ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ýòî çíà÷èò, ÷òî çàïàñà íåò, à åñòü íåäîñòàòîê âå-
ëè÷èíû (−x) ì3. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ äðóãèõ ïàðàõ m è n çàïàñû ÷åðåç
m è n ìåñÿöåâ íå ìîãóò áûòü ðàâíû íè ïðè êàêèõ x. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
òðè óðàâíåíèÿ:

x =
1

1− x
, x = 1− 1

x
,

1

1− x
= 1− 1

x
.

Êàæäîå èç íèõ ïðåîáðàçóåòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ x2 − x + 1 = 0 ñ
îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè çàïàñà. Èç íåðàâåíñòâ

x > 0,
1

1− x
> 0

ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ (0, 1). Îäíàêî â óêàçàííîì äèàïàçîíå 1− 1

1− x
< 0.

Ïîýòîìó óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî åñëè ìå-
ñÿöåâ íå áîëåå äâóõ. Íî äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ìåñÿöåâ ðàâåíñòâî çàïàñîâ íåâîç-
ìîæíî.

Îòâåò: íåò.

Çàäà÷à 3
Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

1− x

1!
+
x(x− 1)

2!
+ . . .+

(−1)nx(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
= 0.

Ðåøåíèå.
Óðàâíåíèå èìååò âèä

n∑
j=0

(−1)jx(x− 1) · · · (x− j + 1)

j!
= 0. (1)



Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≤ n. Ïîäñòàâèì x = k â ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷èì

k∑
j=0

(−1)j k(k − 1) · · · (k − j + 1)

j!
= 0

(îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (1) îáðàùàþòñÿ â 0). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Cj
k =

k!

j!(k − j)!
, j = 0, . . . , k.

Òîãäà

Cj
k = Ck−j

k =
k(k − 1) · · · (k − j + 1)

j!
, C0

k = Ck
k = 1.

Äîêàæåì, ÷òî
k∑

j=0

(−1)jCj
k = 0. (2)

Îòìåòèì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ÷èñåë Cj
k � ýòî êîëè÷åñòâî j-ýëåìåíòíûõ

íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ (j-ñî÷åòàíèé) k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2).
Ïåðâûé � âûâåñòè ôîðìóëó áèíîìà

(1 + t)k =
k∑

j=0

Cj
kt

j (3)

è èç íåå ïîëó÷èòü (2), ïîëàãàÿ t = −1.
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

(1 + t)k = (1 + t)(1 + t) · · · (1 + t)︸ ︷︷ ︸
k

.

Ïðåîáðàçóåì ýòî ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê (ñóìì (1 + t)) â ñóììó ïðîèçâåäåíèé.
Êàæäîå ïðîèçâåäåíèå â òàêîé ñóììå ñîäåðæèò ðîâíî k ìíîæèòåëåé, èç êî-
òîðûõ ðîâíî j ìíîæèòåëåé ðàâíû t, à îñòàëüíûå k − j ìíîæèòåëåé ðàâíû 1,
ïðè ýòîì j = 0, . . . , k. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà 1k−jtj åñòü ðîâíî Cj

k, ýòî
êîëè÷åñòâî âûáðàòü ðîâíî j ñêîáîê (1+t), èç êîòîðûõ â ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ
â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ñëàãàåìîå t. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3) äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Âî ìíîãèõ øêîëàõ ôîðìóëó áèíîìà ïðîõîäÿ â 10-ì è äàæå
9-îì êëàññå. Åñëè ó÷àñòíèê çíàåò åå è èñïîëüçóåò, âûâîä íå òðåáóåòñÿ; òîò,
êòî íå çíàåò, ìîæåò áûñòðî åå âûâåñòè, êàê ïîêàçàíî çäåñü, à ìîæåò áûòü,
äðóãèì ñïîñîáîì (íàïðèìåð, ìàòåì. èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó k).

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðè íå÷åòíûõ k â (1) ïîëó÷àåì

k∑
j=0

(−1)jCj
k =

bk/2c∑
j=0

(−1)j(Cj
k − C

k−j
k ) = (bk/2c+ 1)0 = 0,



÷òî äîêàçûâàåò (2) ïðè íå÷åòíûõ k.
Îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü (2) ïðè ÷åòíûõ k. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì òîæäåñòâî

Cj
k = Cj−1

k−1 + Cj
k−1, j = 1, . . . , k − 1 (4)

(ñ åãî ïîìîùüþ ñòðîèòñÿ òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ).
Ðàññìîòðèì (k−1)-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî U1 = {e1, . . . , ek−1}, k-ýëåìåíòíîå

ìíîæåñòâî U = U1 ∪ {ek} è âñå j-ñî÷åòàíèÿ äëÿ U . ×èñëî òàêèõ ñî÷åòàíèé
ðàâíî, êàê îòìå÷àëîñü, Cj

k. Ðàçîáüåì èõ íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû:
1) ñîäåðæàùèå ek,
2) íå ñîäåðæàùèå ek.
Ñî÷åòàíèÿ âèäà 1) � ýòî (j − 1)-ñî÷åòàíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà U1, èõ êî-
ëè÷åñòâî ðàâíî Cj−1

k−1. Ñî÷åòàíèÿ âèäà 2) åñòü j-ñî÷åòàíèÿ ì-âà U1, èõ ÷èñëî

ðàâíî Cj
k−1. Êîëè÷eñòâà ñî÷åòàíèé âèäà 1) è âèäà 2) â ñèëó íåïåðåñå÷åíèÿ

ãðóïï äàþò â ñóììå Cj
k. Òîæäåñòâî (4) äîêàçàíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷åòíîå k è ñóììó èç ëåâîé ÷àñòè (2). Åå ïðåäñòàâèì â
âèäå

1− (C0
k−1 + C1

k−1) + (C1
k−1 + C2

k−1)− · · · − (Ck−2
k−1 + Ck−1) + 1.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îñòàíåòñÿ

1− C0
k−1 − Ck−1

k−1 + 1 = 0 + 0,

ò. å. (2) âåðíî è ïðè ÷åòíûõ k.
Ìîæíî äàæå ïðè âòîðîì ñïîñîáå íå ðàçäåëÿòü ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî

k, à âûâåñòè (2) èíäóêöèåé ïî k.
Òàêèì îáðàçîì, x = k = 1, . . . , n � êîðíè óðàâíåíèÿ. Â ëåâîé ÷àñòè

(1) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå n êîðíåé, çíà÷èò
1, . . . , n � âñå åãî êîðíè.

Îòâåò: x = 1, . . . , n.

Çàäà÷à 4
Ãîñïîäèí Áóð Æóé, áîëüøîé ïîêëîííèê ôýí-øóé, ïîëó÷èë â íàñëåäñòâî

äîì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé â ïëàíå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè
a è b. Ê êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà îí ïðèñòðîèë êâàäðàòíûå âåðàíäû. Òå
6 âåðøèí ýòèõ òðåõ êâàäðàòîâ, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè òðåóãîëü-
íèêà, îáðàçóþò øåñòèóãîëüíèê. Â ýòîò øåñòèóãîëüíèê è áûë â èòîãå ïðåâðà-
ùåí äîì, êîòîðûé ïîñòðîèë ãîñïîäèí Áóð Æóé. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü. Ïðè
êàêîì ñîîòíîøåíèè êàòåòîâ a è b îòíîøåíèå ïëîùàäè íîâîãî äîìà ê ïëîùàäè
èñõîäíîãî áóäåò ìèíèìàëüíûì.



Ðåøåíèå.

C B

AA1

A2

B1

B2

C1

C2

Åñëè îáîçíà÷èòü α = ∠CAB, β = ∠CBA, òî
∠A1AA2 =

π

2
+α, ∠B1BB2 =

π

2
+β. Ïîýòîìó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ A1AA2

è B1BB2 áóäóò ðàâíû ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåãîëüíèêà ABC.
Òðåóãîëüíèêè C1CC2 è ABC ðàâíû (ïî äâóì êàòåòàì). Ñëåäîâàòåëüíî,

ðàâíû èõ ïëîùàäè.
Èòîãî, ïëîùàäü âñåãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà

a2 + b2 + c2 + 4 · ab
2

= 2
(
a2 + b2 + ab

)
.

Á) Îñòàëîñü íàéòè min
a2 + b2 + ab

ab
= min

a2 + b2

ab
+ 1.

Ïóñòü b = ka. Áóäåì èñêàòü k. Ïîëó÷àåì íîâóþ çàäà÷ó ïîèñêà

min
1 + k2

k
= min

(
1

k
+ k

)
.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èçâåñòíî. Ñóììà äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ âåëè÷èí
âñåãäà áîëüøå ëèáî ðàâíà äâóì. Ìèíèìóì (ðàâíûé 2) äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1.

Îòâåò. À) S = 2
(
a2 + b2 + ab

)
; Á) ïðè a = b.

Çàäà÷à 5
Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä a×b×c ñîñòàâëåí èõ êóáèêîâ ñî ñòîðîíîé

1. Ñêîëüêî â íåì ìîæíî âûäåëèòü ðàçëè÷íûõ ìåíüøèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç
òàêèõ êóáèêîâ?

Ðåøåíèå.
Ïàðàëëåëåïèïåä îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 3 ðåáðàìè, âûõîäÿùèìè èç îä-

íîé âåðøèíû. Ðåáðî ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
2 òî÷êàìè � íà÷àëîì è êîíöîì. Åñëè åñòü n + 1 òî÷êà, òî óïîðÿäî÷åííóþ



(îäíî çíà÷åíèå âñåãäà ìåíüøå äðóãîãî) ïàðó ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç íèõ ìîæ-
íî âûáðàòü n(n + 1)/2 ñïîñîáàìè. Âûáîð ðåáðà êàæäîãî èç 3 íàïðàâëåíèé
íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåáåð äðóãèõ íàïðàâëåíèé, ïîýòîìó âñå òàêèå êîëè÷å-
ñòâà ïåðåìíîæàþòñÿ. Îäèí èç òàêîãî ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíûì, ïîýòîìó ðåçóëüòàò íàäî óìåíüøèòü íà 1.

Îòâåò:
abc(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)

8
− 1.



Âàðèàíò 17091 äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1

×èñëî x íåèçâåñòíî, íî èçâåñòíî ÷èñëî A = x+
1

x
.

a) Âûðàçèòå ÷åðåç A ÷èñëà Bk = xk +
1

xk
äëÿ k = 2, 3, 4, 8.

b) Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ A è x âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
B2 = B4 = B8.

c) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x (è, ñîîòâåòñòâåííî, A) êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ B2 ìèíèìàëüíî? Âû÷èñëèòå ïðè íàéäåííûõ
çíà÷åíèÿõ x âåëè÷èíó

C =

((
x2017 +

1

x2017

)
· 1
2

)2017

.

Ðåøåíèå. 1. Âîçâîäÿ A â ñòåïåíè 2,3, . . . , íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ôîðìóë

B2 =

(
x+

1

x

)2

− 2 = A2 − 2,

B4 =

(
x2 +

1

x2

)2

− 2 = B2
2 − 2 = (A2 − 2)2 − 2,

B8 =

(
x4 +

1

x4

)2

− 2 = B2
4 − 2 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2,

B3 = B2 · A−B1 = (A2 − 2)A− A = A(A2 − 3).

2. Ïóñòü B2 = B4, òîãäà B2 = B2
2 − 2, îòêóäà

B2
2 −B2 − 2 = (B2 + 1)(B2 − 2) = 0.

Åñëè B2 = A2−2 = −1 òî A = ±1. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ A = x+1/x = 1
íåâîçìîæíû. Åñëè x > 0, òî x+ 1/x ≥ 2. Åñëè æå x < 0, òî x+ 1/x < 0.

Åñëè B2 = A2 − 2 = 2, òî A = ±2. Ýòèì çíà÷åíèÿì A ñîîòâåòñòâóþò
x = ±1.

3. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé ðàâíî 1, îíî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ x =
1. Â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ñòåïåíè è âû÷èñëåíèÿ ñâîäÿò-
ñÿ ê îäíîìó ñëîæåíèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå A = 2,

C = ((1 + 1)/2)2017 = 1.

Îòâåò. 1. B2 = A2 − 2, B3 = A(A2 − 3), B4 = (A2 − 2)2 − 2,
B8 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2.



2. A = 2, x = 1 èëè A = −2, x = −1.
3. A = 2, x = C = 1.

Çàäà÷à 2

Íà òåïëîâîé ýëåêòðîñòàíöèè çàïàñ ãàçà âñåãäà îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
è åæåìåñÿ÷íî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â òåêóùåì ìåñÿöå çàïàñ
ðàâåí x ì3, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îí áóäåò ðàâåí 6− x ì3. Ìîæåò ëè çàïàñ
ãàçà â êàêîé-òî ìåñÿö ñîñòàâèòü òî÷íûé êâàäðàò çàïàñà â äðóãîì ìåñÿöå?
Åñëè ýòî âîçìîæíî, òî ïðè êàêîì çíà÷åíèè çàïàñà è â êàêèå ìåñÿöû?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü fn(x) � çàïàñ ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ ïîñëå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî.
Ïî óñëîâèþ

f0(x) = x, f1(x) = 6− x.
Ïðîñòîé ïðîâåðêîé (ïîïðîáîâàâ ÿâíî ïåðâûå ìåñÿöû) ïîëó÷àåì ÷òî

fn(x) = x äëÿ ÷åòíûõ n,

fn(x) = 6− x äëÿ íå÷åòíûõ n

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ÷åòûðå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ

x2 = 6− x,
(6− x)2 = x,

x2 = x,

(6− x)2 = 6− x.

Èõ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû

x1 = 2 (ðåøåíèå x = −3 îòáðàñûâàåì)
x2 = 4, (ðåøåíèå x = 9 îòáðàñûâàåì, ò.ê. 6− 9 < 0)

x3 = 1, (ðåøåíèå x = 0 îòáðàñûâàåì)

x4 = 5, (ðåøåíèå x = 6 îòáðàñûâàåì, ò.ê. 6− 6 = 0)

Îòâåò:
â ëþáûå äâà ÷åòíûõ ìåñÿöà x1 = 1;
â ëþáûå äâà íå÷åòíûõ ìåñÿöà x2 = 5;
â ëþáîé ÷åòíûé è ëþáîé íå÷åòíûé ìåñÿö x3 = 2, x4 = 4.



Çàäà÷à 3
Ðåøèòå óðàâíåíèå

1− x

1
+
x(x− 1)

1 · 2
− x(x− 1)(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4
= 0.

Ðåøåíèå.
Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå

1− x

1
+
x(x− 1)

1 · 2
− x(x− 1)(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4
=

= −(x− 1) +
x(x− 1)

1 · 2
− x(x− 1)(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4
=

= (x− 1)

(
−1 + x

2
− x(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4

)
=

= (x− 1)

(
1

2
(x− 2)− x(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4

)
=

=
1

2
(x− 1)(x− 2)

(
1− x

3
+
x(x− 3)

1 · 3 · 4

)
=

=
1

2
(x− 1)(x− 2)

(
−1
3
(x− 3) +

x(x− 3)

1 · 3 · 4

)
=

=
1

2
· 1
3
· 1
4
(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4).

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì âñå êîðíè.

Îòâåò: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4.

Çàäà÷à 4
Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå òàêóþ òî÷êó Î âíóòðè òðå-

óãîëüíèêà, ÷òîáû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AOB, BOC, AOC îòíîñèëèñü êàê
1 : 2 : 3.

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì îòðåçîê AA1, ñîäåðæàùèé èñêîìóþ òî÷êó O (ñì. ðèñ. íèæå).
Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ 4OBA1 è 4OCA1 îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó òàê

æå êàê äëèíû îòðåçêîâ BA1 ê CA1 (ò.ê. èìåþò îáùóþ âûñîòó, îïóùåííóþ èç
ò. O ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé íàçâàííûå îòðåçêè).

Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ 4ABA1 è 4ACA1. Ïîñêîëüêó 4ABA1 ñîñòàâëåí
èç 4OBA1 è 4OBA, à 4ACA1 ñîñòàâëåí èç 4OCA1 è 4OCA, òî

BA1

CA1
=
S4OBA

S4OCA
=

3

1
.



C

B

A

A1

O

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ îòðåçêà BB1 ñîäåðæàùåãî òî÷êó O, ïîëó÷àåì,
÷òî

AB1

CB1
=
S4OBA

S4OCB
=

2

1
.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òî÷êó A1, äåëÿùóþ îòðåçîê BC â îòíîøåíèè
1 : 3 (ñ÷èòàÿ îòB) è òî÷êóB1, äåëÿùóþ îòðåçîêAC â îòíîøåíèè 1 : 2 (ñ÷èòàÿ
îò A). Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ AA1 è BB1 äàñò èñêîìóþ òî÷êó O.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé âñåõ òðåõ óêàçàííûõ â
óñëîâèè òðåóãîëüíèêîâ óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó ñîîòíîøåíèþ.

Îòâåò: àëãîðèòì ïîèñêà (ïîñòðîåíèÿ) ò. O äàí â ïðåäïîñëåäíåì àáçàöå
ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 5
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) = x2+px+q èìååò äèñêðèìèíàíò, ðàâíûé 100.

Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå f(x) + f(x− 10) = 0?

Ðåøåíèå.
Ãðàôèê ôóíêöèè f(x− 10) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) ñäâèãîì

íà 10 âïðàâî âäîëü îñè àáñöèññ.
Èç ôîðìóëû êîðíåé âèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðíÿìè ðàâíÿåòñÿ êâàä-

ðàòíîìó êîðíþ èç äèñêðèìèíàíòà, òî åñòü 10. Òàêèì îáðàçîì, îáà ãðàôèêà
ôóíêöèé f(x) è f(x − 10) ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ â îäíîé è òîé æå òî÷-
êå (x2; 0), ãäå x2 � áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Ïîýòîìó x2 ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì îáîèõ óðàâíåíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåì óðàâíåíèÿ g(x) =
f(x) + f(x− 10) = 0.

Ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è f(x−10) ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = x2, è, çíà÷èò, ãðàôèê ôóíêöèè g(x) òàêæå ñèììåò-
ðè÷åí îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó åñëè g(x) èìååò åù¼ êàêîé-íèáóäü



êîðåíü x = a, òî êîðíåì ÿâëÿåòñÿ è x = −a, ñ ó÷¼òîì êîðíÿ x2 ïîëó÷àåì, ÷òî
÷èñëî êîðíåé íå÷¼òíî. Íî g(x) � êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí, è èìååò íå áîëüøå
äâóõ êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå g(x) = f(x) + f(x − 10) = 0 èìååò
îäèí êîðåíü.

Îòâåò: 1 êîðåíü.
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Çàäà÷à 1
Íàéäèòå ÷èñëà x, y, z èç óðàâíåíèé

1 + x+ y = xy

2 + y + z = yz

5 + z + x = zx

Ðåøåíèå.
Ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

(x− 1)(y − 1) = 2

(y − 1)(z − 1) = 3

(z − 1)(x− 1) = 6

Ïåðåìíîæàÿ âñå óðàâíåíèÿ, èìååì

(x− 1)2(y − 1)2(z − 1)2 = 36.

ßñíî, ÷òî òðîéêà ÷èñåë x = 1, y = 1, z = 1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîýòîìó
ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà êâàäðàò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì

(z − 1)2 = 9,

îòêóäà z = 4 èëè z = −2.
Ïåðâîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþò x = 3 è y = 2; âòîðîìó � x = −1 è y = 0

Îòâåò. {x, y, z} = {−1, 0,−2} èëè {3, 2, 4}.

Çàäà÷à 2

×èñëî x íåèçâåñòíî, íî èçâåñòíî ÷èñëî A = x+
1

x
.

a) Âûðàçèòå ÷åðåç A ÷èñëà Bk = xk +
1

xk
äëÿ k = 2, 3, 4, 8.

b) Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ A è x âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
B2 = B4 = B8.

Ðåøåíèå. 1. Âîçâîäÿ A â ñòåïåíè 2, 3, . . . , íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè ôîðìóë

B2 =

(
x+

1

x

)2

− 2 = A2 − 2,

B4 =

(
x2 +

1

x2

)2

− 2 = B2
2 − 2 = (A2 − 2)2 − 2,



B8 =

(
x4 +

1

x4

)2

− 2 = B2
4 − 2 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2,

B3 = B2 · A−B1 = (A2 − 2)A− A = A(A2 − 3).

2. Ïóñòü B2 = B4, òîãäà B2 = B2
2 − 2, îòêóäà

B2
2 −B2 − 2 = (B2 + 1)(B2 − 2) = 0.

Åñëè B2 = A2−2 = −1 òî A = ±1. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ A = x+1/x = 1
íåâîçìîæíû. Åñëè x > 0, òî x+ 1/x ≥ 2. Åñëè æå x < 0, òî x+ 1/x < 0.

Åñëè B2 = A2 − 2 = 2, òî A = ±2. Ýòèì çíà÷åíèÿì A ñîîòâåòñòâóþò
x = ±1.

Îòâåò. 1. B2 = A2 − 2, B3 = A(A2 − 3), B4 = (A2 − 2)2 − 2,
B8 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2.

2. A = 2, x = 1 èëè A = −2, x = −1.

Çàäà÷à 3
Íà çàâîä ïðèâåçëè íåñêîëüêî ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ïðèáîðîâ ñóììàðíûì âå-

ñîì 120 êã. Èçâåñòíî, ÷òî îáùèé âåñ òð¼õ ñàìûõ ë¼ãêèõ ïðèáîðîâ ñîñòàâèë
31 êã, à òð¼õ ñàìûõ òÿæ¼ëûõ � 41 êã. Ñêîëüêî ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ïðèáîðîâ
ïðèâåçëè íà çàâîä, åñëè âåñà ëþáûõ äâóõ ïðèáîðîâ ðàçëè÷íû?

Ðåøåíèå.
Îáùèé âåñ âñåõ ïðèáîðîâ, çà èñêëþ÷åíèåì òð¼õ ñàìûõ ë¼ãêèõ è òð¼õ ñà-

ìûõ òÿæ¼ëûõ, ðàâåí 120 − 31 − 41 = 48 êã. Ïóñòü ýòèõ ïðèáîðîâ n øòóê.
Âåñ êàæäîãî èç íèõ áîëüøå âåñà ñàìîãî òÿæ¼ëîãî ïðèáîðà ñðåäè òð¼õ ñàìûõ
ë¼ãêèõ, à îí (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå) áîëüøå, ÷åì 31/3 êã.

Àíàëîãè÷íî, âåñ êàæäîãî èç n ïðèáîðîâ ìåíüøå âåñà ñàìîãî ë¼ãêîãî ïðè-
áîðà èç òð¼õ ñàìûõ òÿæ¼ëûõ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ìåíüøå, ÷åì 41/3
êã.

Èìååì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

31

3
n < 48 <

41

3
n,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
144

41
< n <

144

31
.

Åäèíñòâåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â ïîëó÷åííîì ïðîìåæóòêå � ýòî ÷èñëî 4.
Çíà÷èò, n = 4, à âñåãî çàâåçëè 3 + 3 + 4 = 10 ïðèáîðîâ.

Ïðèìåð íà 10 ïðèáîðîâ ëåãêî ñòðîèòñÿ: íàïðèìåð, âåñà ïðèáîðîâ â êã (â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ) òàêîâû:

29/3, 31/3, 33/3, 34/3, 35/3, 36/3, 39/3, 40/3, 41/3, 42/3.



Îòâåò. 10 ïðèáîðîâ.

Çàäà÷à 4
Äâà áðàòà ïîëó÷èëè â íàñëåäñòâî ïîêîñ â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà, êàòåòû êîòîðîãî ñîîòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4. ×òîáû ðàçäåëèòü åãî, îíè âû-
õîäÿò èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà (êàæäûé ïî ñâîåìó êàòåòó) è èäóò ïî êðàþ
ïîêîñà (ïî ïåðèìåòðó) ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ äî âñòðå÷è äðóã ñ äðóãîì.
Òî÷êó âñòðå÷è ñîåäèíÿþò ñ íà÷àëîì èõ ïóòè è ïîëó÷àþò äâå òðåóãîëüíûå
÷àñòè.
À) Ïîëó÷èëèñü ëè ó áðàòüåâ ÷àñòè îäèíàêîâîé ïëîùàäè?
Á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äðóãèì
ñîîòíîøåíèåì êàòåòîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåííûå óêàçàííûì ñïîñîáîì ÷àñòè
áóäóò ðàâíû ïî ïëîùàäè?

Ðåøåíèå.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, äàíà òî÷êà íà ãèïîòåíóçå, êîòîðàÿ äåëèò ïåðèìåòð íà

äâå ðàâíûå ÷àñòè (ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êàòåòû íå ðàâíû äðóã äðóãó, òî ýòà òî÷êà äåëèò ãèïî-

òåíóçó íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè.
Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäåé äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàçáèåíèåì òðåóãîëüíèêîâ

ýòè íåðàâíûå ÷àñòè ãèïîòåíóçû ñëåäóåò óìíîæàòü íà îäíó è òó æå âûñî-
òó (îïóùåííóþ èç ïðÿìîãî óãëà íà ãèïîòåíóçó). Ïîýòîìó ïëîùàäè íå áóäóò
ðàâíû.

Îòâåò íà âîïðîñ Á) òåïåðü î÷åâèäåí.

Îòâåò À) íåò. Á) Òîëüêî îäèí (ïî ôîðìå) � ðàâíîáåäðåííûé.

Çàäà÷à 5
Ðàíî óòðîì âêëþ÷èëè íàñîñ è íà÷àëè çàïîëíÿòü ðåçåðâóàð äëÿ ãîðþ÷åãî.

Â 10 ÷ óòðà âêëþ÷èëè âòîðîé íàñîñ, êîòîðûé íà÷àë îòêà÷èâàòü ãîðþ÷åå. Â
12 ÷ â ðåçåðâóàð áûë çàïîëíåí íàïîëîâèíó, à â 14 ÷ ðåçåðâóàð çàïîëíèëñÿ íà
2/3. Êàêèì ìîæåò áûòü âðåìÿ ñàìîãî ðàííåãî âêëþ÷åíèÿ ïåðâîãî íàñîñà?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü äî ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ âòîðîãî íàñîñà ïåðâûé ïðîðàáîòàë x ÷àñîâ.

Ïóñòü y � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïåðâîãî íàñîñà, à z � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âòî-
ðîãî íàñîñà. Òîãäà

(x+ 2)y − 2z = 1/2,

(x+ 4)y − 4z = 2/3



èëè

xy + 2y − 2z = 1/2,

xy + 4y − 4z = 2/3.

Ýòî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îòíîñèòàëüíî íåèçâåñòíûõ (xy) è (y− z). Ðåøàÿ åå,
ïîëó÷àåì

y − z = 1/12 è xy = 1/3.

Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå y = 1/12. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå x = 4.

Îòâåò: 6÷ óòðà.
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Çàäà÷à 1
Íà àâòîáàçå 31 ìàøèíà. Çàêóïëåíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òîïëèâà èç ðàñ-

÷åòà a ëèòðîâ â íåäåëþ íà êàæäóþ ìàøèíó. Íî ïîëó÷èëîñü òàê, ÷òî êàæäóþ
íåäåëþ îäíà èç ìàøèí ïîëíîñòüþ âûõîäèëà èç ñòðîÿ, ïîýòîìó çàêóïëåííîãî
òîïëèâà õâàòèëî íà äâîéíîé ñðîê. Êàêîå êîëè÷åñòâî òîïëèâà áûëî çàêóïëåíî
è íà ñêîëüêî âðåìåíè îíî áûëî ðàññ÷èòàíî?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü òîïëèâî áûëî çàêóïëåíî íà y íåäåëü. Òîãäà ðàñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî

òîïëèâà ðàâíî 31ay ëèòðîâ. Íî â ïåðâóþ íåäåëþ áûëî ïîòðà÷åíî 31a ëèòðîâ,
âî âòîðóþ � 30a ëèòðîâ è òàê äàëåå äî 31 − (2y − 1)a ëèòðîâ, ÷òî â ñóììå
äàåò

31a+ 30a+ . . .+ (31− (2y − 1))a =
31 + 31− 2y + 1

2
· 2y · a = (63− 2y)ay.

Îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

31ay = (63− 2y)ay,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì, ÷òî y = 16 (íåäåëü), íà êîòîðûå áûëî çàêóïëíåíî
31 · 16 · a = 496a ëèòðîâ òîïëèâà.

Îòâåò: áûëî çàêóïëåíî 496a ëèòðîâ òîïëâà íà 16 íåäåëü.

Çàäà÷à 2
Â ãîñòè áûëè ïðèãëàøåíû 20 ÷åëîâåê. Åêàòåðèíà òàíöåâàëà ñ ñåìüþ êà-

âàëåðàìè, Îëüãà-ñ âîñåìüþ, Èðèíà-ñ äåâÿòüþ è òàê äàëåå äî Àëåíû, êîòîðàÿ
òàíöåâàëà ñî âñåìè êàâàëåðàìè. Ñêîëüêî òàíöîðîâ-êàâàëåðîâ áûëî ïðèãëà-
øåíî â ãîñòè?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü â ãîñòÿõ áûëî x äåâóøåê.
Ïåðâàÿ (Åêàòåðèíà) òàíöåâàëà ñ 7 = 6 + 1 êàâàëåðàìè,

âòîðàÿ � ñ 8 = 6 + 2 êàâàëåðàìè,
òðåòüÿ � ñ 9 = 6 + 3 êàâàëåðàìè.
Ñîîòâåòñòâåííî, x-ÿ (Àëåíà) � ñ 6 + x êàâàëåðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî óñëîâèþ, âñåãî êàâàëåðîâ áûëî 6+x, ÷òî â ñóììå
ñ x äåâóøêàìè äîëæíî äàâàòü 20.

Èç óðàâíåíèÿ 6 + x + x = 20 íàõîäèì x = 7. Ýòî êîëè÷åñòâî äåâóøåê.
Çíà÷èò, êàâàëåðîâ áûëî 20− 7 = 13.

Îòâåò: 13 òàíöîðîâ-êàâàëåðîâ áûëî ïðèãëàøåíî â ãîñòè.



Çàäà÷à 3
Ñíåã ïîø¼ë, êîãäà ÷àñû íà áàøíå ïîêàçûâàëè z ÷àñîâ y ìèíóò (÷àñû ïî-

êàçûâàþò âðåìÿ â ôîðìàòå îò 00.00 äî 23.59), è ïðîäîëæàë èäòè â òå÷åíèå x
÷àñîâ z ìèíóò. Êîãäà ñíåã ïåðåñòàë, íà ÷àñàõ áûëî y ÷àñîâ x ìèíóò. Íàéäèòå
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè x− y.

Ðåøåíèå.
×èñëî ìèíóò âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ñíåãîïàäà x = y+ z+60k. Íî ïîñêîëüêó

x < 60, òî k = 0 è x = y + z.
×èñëî ÷àñîâ y âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ñíåãîïàäà îòëè÷àåòñÿ îò ñóììû

z + x = 2z + y íà ÷èñëî, êðàòíîå 24 (÷èñëî ÷àñîâ â ñóòêàõ), òî åñòü

y + 24m = 2z + y.

Îòñþäà z = 12m, à òàê êàê z < 24, òî ëèáî z = 0, ëèáî z = 12.
Èç ðàâåíñòâà x = y + z íàõîäèì ðàçíîñòü x− y = z.
Îáà çíà÷åíèÿ âîçìîæíû: íàïðèìåð, ïðè z = 0: îò ìîìåíòà 00.07 äî ìî-

ìåíòà 07.07 ïðîõîäèò ðîâíî 7 ÷àñîâ; ïðè z = 12: îò ìîìåíòà 12.07 äî ìîìåíòà
07.19 ïðîõîäèò 19 ÷àñîâ 12 ìèíóò.

Îòâåò: 0 èëè 12.

Çàäà÷à 4
Äâà áðàòà ïîëó÷èëè â íàñëåäñòâî ïîëå â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà, êàòåòû êîòîðîãî ñîîòíîñÿòñÿ êàê 4 : 5, è ðàçäåëèëè åãî ïî ïðÿìîé
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíó ïðÿìîãî óãëà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíû.
À) Ïîëó÷èëè ëè áðàòüÿ ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè?
Á) Ìîãóò ëè îãðàäû, ïîñòàâëåííûå âîêðóã êàæäîé ÷àñòè, èìåòü ðàâíóþ äëè-
íó?

Ðåøåíèå.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, äàíà òî÷êà íà ãèïîòåíóçå, êîòîðàÿ äåëèò åå ïîïîëàì.
Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäåé äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàçáèåíèåì òðåóãîëüíèêîâ

ýòè ðàâíûå ÷àñòè ãèïîòåíóçû ñëåäóåò óìíîæàòü íà îäíó è òó æå âûñîòó (îïó-
ùåííóþ èç ïðÿìîãî óãëà íà ãèïîòåíóçó). Ïîýòîìó ïëîùàäè áóäóò ðàâíû.

Òîò æå îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî íóæíî îïóñòèòü âûñîòû èç ñåðåäèíû ãèïîòåíóçû ê êà-
òåòàì è óâèäåòü, ÷òî ïîëó÷èëîñü ÷åòûðå îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêà.

Á) Êàæäàÿ îãðàäà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé (ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ). Îä-
íà ñòîðîíà ó íèõ îáùàÿ, åùå ïî îäíîé ðàâíû (ýòî ïîëîâèíû ãèïîòåíóçû), à
òðåòüè ñòîðîíû � íå ðàâíû (ò.ê. íå ðàâíû êàòåòû).



Îòâåò. À) äà. Á) íåò.

Çàäà÷à 5
×òî áîëüøå:

2, 00000000004

(1, 00000000004)2 + 2, 00000000004
èëè

2, 00000000002

(1, 00000000002)2 + 2, 00000000002
?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü a = 1, 00000000004, b = 1, 00000000002.

Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü
1 + a

1 + a+ a2
è

1 + b

1 + b+ b2
. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

1 + b

1 + b+ b2
− 1 + a

1 + a+ a2
=
a+ a2 + b+ a2b− b− b2 − ab2

(1 + b+ b2)(1 + a+ a2)
=

=
(a− b)(a+ b+ ab)

(1 + b+ b2)(1 + a+ a2)
.

Êàæäàÿ ñêîáêà â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïîëîæèòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî,
âòîðàÿ äðîáü áîëüøå ïåðâîé.

Îòâåò: 2,00000000004
(1,00000000004)2+2,00000000004 <

2,00000000002
(1,00000000002)2+2,00000000002 .


