
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀÍÈÉ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17101 äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Èìååòñÿ òðè ýëåêòðîãåíåðàòîðà, èõ ìîùíîñòè x1, x2, x3 ìåíüøå 1 ÌÂò.
Ïðè àíàëèçå ýíåðãîñèñòåìû ñ òàêèìè ãåíåðàòîðàìè âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ îñó-
ùåñòâëåíèÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî óñëîâèå

2(x1 + x2 + x3) + 4x1x2x3 = 3(x1x2 + x1x3 + x2x3) + 1.

Êàêîâà ïðè åãî âûïîëíåíèè ìàêñèìàëüíàÿ ñîâìåñòíàÿ ìîùíîñòü âñåõ òðåõ
ãåíåðàòîðîâ?

Ðåøåíèå.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4x1x2x3 − 4(x1x2 + x1x3 + x2x3) + 4(x1x2x3)− 4 =

= −(x1x2 + x1x3 + x2x3) + 2(x1 + x2 + x3)− 3,

4(x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − 1) = −(x1 − 1)(x2 − 1)− (x1 − 1)(x3 − 1)− (x2 − 1)(x3 − 1),

4 = 1/(1− x1) + 1/(1− x2) + 1/(1− x3).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 1/(1− x) íà ïðîìåæóòêå (−∞, 1). Ôóíêöèÿ
âûïóêëà âíèç (âèäíî íà ãðàôèêå), ïîýòîìó

4 = f(x1) + f(x2) + f(x3) ≥ 3f((x1 + x2 + x3)/3) =
9

3− (x1 + x2 + x3)
.

(Ôóíêöèÿ f1(x) ëèíåéíà (íèêóäà íå âûïóêëà) íà èíòåðâàëå Õ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâ-âî

f1((x1 + x2 + x3)/3) = (f1(x1) + f1(x2) + f1(x3))/3.

Ôóíêöèÿ f2(x) âûïóêëà âíèç íà Õ ⇔

∀x1, x2, x3 ∈ X f2((x1 + x2 + x3)/3) ≤ (f2(x1) + f2(x2) + f2(x3))/3.

Ôóíêöèÿ f3(x) âûïóêëà ââåðõ íà Õ ⇔

∀x1, x2, x3 ∈ X f3((x1 + x2 + x3)/3) ≤ (f3(x1) + f3(x2) + f3(x3))/3.



Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîñòðîèâ ãðàôèêè ôóíêöèé f1, f2, f3 â îäíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ñ îäèíàêîâûìè x1, x2, x3 è çíà÷åíèÿìè f1(xj) = f(xj) = f3(xj),
j = 1, 2, 3.)
Îòñþäà ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåð-âî

x1 + x2 + x3 ≤ 3/4.

Îòâåò: 3/4.

Çàäà÷à 2.

Â ñòðàíå Ëèìîíèè ëèøü äâà äåíåæíûõ çíàêà, äîñòîèíñòâîì â 7 ëèìîíîâ
è â 9 ëèìîíîâ. Íàéäèòå âñå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèìè çíàêàìè ñóììû â
997 ëèìîíîâ è óêàæèòå èõ êîëè÷åñòâî.

Ðåøåíèå.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

7x+ 9y = 997 (1)

â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ x, y. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå 7x+ 7y + 2y =
980 + 14 + 3, îòêóäà 2y − 3 = 994 − 7x − 7y. Çíà÷èò, 2y − 3 êðàòíî 7, 2y =
7n+3, n ∈ Z. Óìíîæèì ðàâåíñòâî 2y = 7n+3 íà 4 è ïðåîáðàçóåì ðåçóëüòàò:
7y + y = 28n+ 7 + 5, îòêóäà y − 5 êðàòíî 7,

y = 7k + 5, k ∈ Z.
Èç (1) âûðàçèì

x = (997− 9y)/7 = (997− 9(7k + 5))/7,

x = 136− 9k, k ∈ Z.
Èç óñëîâèé x ≥ 0, y ≥ 0 ïîëó÷àåì

0 ≤ k ≤ b136/9c = 15.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) åñòü

x = 136− 9k, y = 7k + 5, k = 0, 1, . . . , 15.

Bñåãî èìååòñÿ 16 ÷àñòíûõ ðåøåíèé:
åñëè k = 0, òî x = 136, y = 5;
åñëè k = 1, òî x = 127, y = 12;
...
åñëè k = 15, òî x = 1, y = 110.

Îòâåò: x = 136− 9k, y = 7k + 5 k = 0, 1, . . . , 15.



Çàäà÷à 3.

Â Öàðñòâå Êîëäîâñêîé Ýíåðãèè íà ïëîñêîé ðàâíèíå ñòîèò çàêîëäîâàííàÿ
òðàíñôîðìàòîðíàÿ áóäêà: íàáëþäàòåëþ, ñìîòðÿùåìó ïàðàëëåëüíî çåìëå, îíà
âèäíà òîëüêî ïîä óãëîì 45◦. Â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè áóäêà êâàäðàòíàÿ ñî ñòî-
ðîíîé L ëîêòåé. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ðàâíèíå, èç êîòîðûõ
áóäêà âèäíà, è îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, ñ êîòî-
ðîãî âèäíà çàêîëäîâàííàÿ áóäêà. Óãëîì, ïîä êîòîðûì ôèãóðà F âèäíà èç
òî÷êè P , íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé óãîë ñ âåðøèíîé P , ñîäåðæàùèé ôèãóðó
F . Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò óãîë ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
áóäêè.

Ðåøåíèå.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîé âïèñàííûé â îêðóæíîñòü óãîë âäâîå ìåíüøå öåí-
òðàëüíîãî óãëà, ñòÿãèâàþùåãî òó æå äóãó.

Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê AB áóäåò âèäåí ïîä óãëîì 45◦, åñëè âåð-
øèíà ýòîãî óãëà Qi ðàñïîëîæåíà íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â âåðøèíå ïðÿìî-
óãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà O, ãèïîòåíóçà êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ çàäàííûì îòðåçêîì AB (ñì. ðèñ).
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90◦

A B

O

45◦

Q1

45◦

F

H

Ïðèìåíèì óñòàíîâëåííûé ôàêò äëÿ ðàññìàòðèâàíèÿ êâàäðàòà. ßñíî, ÷òî
ñóùåñòâóþò òî÷êè, èç êîòîðûõ áóäåò âèäíà òîëüêî îäíà ñòîðîíà êâàäðàòà,
è òî÷êè, èç êîòîðûõ áóäóò âèäíû äâå ñìåæíûå ñòîðîíû. Äðóãèå ñèòóàöèè
íåâîçìîæíû.

Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå îòðåçêà AB áóäåò âûñòóïàòü ñòîðîíà êâàäðàòà.
Öåíòð äóãè îêðóæíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ èñêîìûì ã.ì.ò., áóäåò ëåæàòü â âåðøèíå
(ïðÿìîì óãëå) ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî
íà ýòîé ñòîðîíå (ñì. ðèñ. âûøå). Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò ýòîé äóãè äî



ñòîðîíû êâàäðàòà îòìå÷åíî íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Îíî ðàâíî

OH +OF = L/2 + L/
√
2 =

1 +
√
2

2
L.

Âî âòîðîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå îòðåçêà AB áóäåò âûñòóïàòü äèàãîíàëü êâàä-
ðàòà. Öåíòð äóãè îêðóæíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ èñêîìûì ã.ì.ò., áóäåò ëåæàòü â
âåðøèíå èñõîäíîãî êâàäðàòà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ âèäèìûå ñòîðîíû. Ðàññòî-
ÿíèå îò ëþáîé òî÷êè ýòîé äóãè äî âåðøèíû êâàäðàòà ðàâíî L. Ýòî áóäåò
ìèíèìàëüíîå èç èñêîìûõ ðàññòîíèé.

Âñå âìåñòå äàñò âîñåìü ÷åòâåðòüîêðóæíîñòåé, èçîáðàæåííûõ íèæå.

Îòâåò: Èñêîìûå äóãè îêðóæíîñòåé èçîáðàæåíû íèæå ñïëîøíîé ëèíèåé.
Ïóíêòèðîì îòìå÷åíû ïðÿìûå, ðàçäåëÿþùèå âîñåìü çîí.

ρmin = L, ρmax =
1 +
√
2

2
L
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Çàäà÷à 4.

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë N èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 2018}, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ x óðàâíåíèÿ

x[x] = N

([x] � ýòî öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå, íå
ïðåâîñõîäÿùåå x).



Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N äëÿ x òàêèõ, ÷òî [x] = n � ýòî ÷èñëà îò
nn äî (n+ 1)n−1, òî åñòü â òî÷íîñòè òàêèå ÷èñëà, ÷òî [ n

√
N ] = n. Òàêèå ÷èñëà

(ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 2018) � ýòî ÷èñëî 1, ÷èñëà îò 22 äî 32−1 (èõ ðîâíî 5),
÷èñëà îò 33 äî 43−1 (èõ ðîâíî 37), ÷èñëà îò 44 äî 54−1 (èõ ðîâíî 369).

Èòîãî ìû ïîëó÷àåì âñåãî 1 + 5 + 37 + 369 = 412 ÷èñåë.

Îòâåò: 412 ÷èñåë.

Çàäà÷à 5.

Ýëåêòðîêàáåëü äëèíîé 21 ì ðàçðåçàþò íà 21 êóñîê. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êóñêîâ
èõ äëèíû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì âòðîå. Ïðè êàêîì íàèìåíü-
øåì m îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà êóñêà, äëèíû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà íå áîëåå, ÷åì â m ðàç?

Ðåøåíèå.

Åñëè ñðåäè êóñêîâ êàáåëÿ åñòü õîòÿ áû äâà, îòëè÷àþùèåñÿ ïî äëèíå, òî
âçÿâ îòíîøåíèå ìåíüøåãî ê áîëüøåìó, ïîëó÷èì, ÷òî m ≤ 1.

Îäíàêî êàáåëü ìîæåò áûòü ðàçðåçàí òàê, ÷òî âñå êóñêè ðàâíû. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè m < 1, òî íàéäåí ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ, ïðè êîòîðîì íå íàéäóòñÿ
äâà êóñêà, îòëè÷àþùèåñÿ íå áîëåå, ÷åì â m ðàç.

Ïîñòðîåííûé ïðèìåð äîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå m ðàâíî 1.

Îòâåò: m = 1.


