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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀÍÈÉ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17091 äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîñòàíöèè âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ðåøèòü óðàâ-
íåíèå

4x4 + 4px3 = (p− 4)x2 − 4px+ p,

ãäå p � öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð, çàäàâàåìûé ðàçðàáîò÷èêîì. Äëÿ áûñòðîãî
è íàäåæíîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êîðíè óðàâíåíèÿ áûëè ðàöèîíàëüíû-
ìè ÷èñëàìè. Ïðè êàêèõ p ýòî âåðíî?

Ðåøåíèå.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

f(x, p) = (x2 + 1)(4x2 + 4px− p).

Äëÿ äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåîáõîäèìî, ÷òîáû D/4 =
4p(p+ 1) ≥ 0.

Åñëè p = 0 èëè p = −1, òî ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå êîðíè 0 è −1
ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè æå p < −1 èëè p > 0, òî êîðíè åñòü x = −p/2±
√
p(p+ 1)/2.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî
√
p(p+ 1) èððàöèîíàëüíî. Äîïócòèâ ïðîòèâíîå, ïðåä-

ñòàâèì åãî êàê íåñîêðàòèìóþ äðîáü m/n. Òîãäà n2(p2 + p) = m2 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, m êðàòíî n, ò. å. äðîáü ñîêðàòèìà.

Îòâåò: p = 0, −1.

Çàäà÷à 2.

Â Öàðñòâå Êîëäîâñêîé Ýíåðãèè íà ïëîñêîé ðàâíèíå ñòîèò çàêîëäîâàííàÿ
òðàíñôîðìàòîðíàÿ áóäêà: íàáëþäàòåëþ, ñìîòðÿùåìó ïàðàëëåëüíî çåìëå, îíà
âèäíà òîëüêî ïîä óãëîì 90◦. Â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè áóäêà êâàäðàòíàÿ ñî ñòî-
ðîíîé L ëîêòåé. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ðàâíèíå, èç êîòîðûõ
áóäêà âèäíà, è îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, ñ êîòî-
ðîãî âèäíà çàêîëäîâàííàÿ áóäêà. Óãëîì, ïîä êîòîðûì ôèãóðà F âèäíà èç
òî÷êè P , íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé óãîë ñ âåðøèíîé P , ñîäåðæàùèé ôèãóðó
F . Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò óãîë ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
áóäêè.



Ðåøåíèå.

Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ëþáîé âïèñàííûé â îêðóæíîñòü óãîë, îïèðà-
þùèéñÿ íà äèàìåòð, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì. Ïîýòîìó èñêîìûì ìíîæåñòâîì áóäóò
÷åòûðå ïîëóîêðóæíîñòè (äèàìåòðîì L), îïèðàþùèåñÿ íà ñòîðîíû êâàäðàòà
(ñì. ðèñ. íèæå). Äëÿ íàãëÿäíîñòè òàêæå èçîáðàæåí îäèí èç ïðÿìûõ óãëîâ,
ïîä êîòîðûì âèäíà áàøíÿ èç ÷òîêè Q.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîíèå ðàâíî 0 (ñ óãëà êâàäðàòà), ìàêñè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî L/2 (îò íàèáîëåå óäàëåííîé òî÷êè îêðóæíîñòè äî
ñåðåäèíû ñòîðîíû êâàäðàòà).

Îòâåò: ×åòûðå ïîëóîêðóæíîñòè, îïèðàþùèåñÿ íà ñòîðîíû êâàäðàòà (ñì.
òî÷å÷íûé ïóíêòèð íà ðèñóíêå âûøå); ρmin = 0; ρmax = L/2.

Çàäà÷à 3.

Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ

f(x− y) = f(x) · f(y) ïðè âñåõ x, y.



Ðåøåíèå.

Îäíî ðåøåíèå î÷åâèäíî, ýòî f(x) ≡ 0.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè, íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
Ïîëîæèâ t = x − y, ïîëó÷àåì, ÷òî f(t) = f(t + y)f(y). Ïîýòîìó f(y) íå

îáðàùàåòñÿ â 0 íè ïðè êàêîì y, òàê êàê èíà÷å çíà÷åíèå f(t) áûëî áû ðàâíî 0
ïðè âñåõ t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

Ïîëîæèâ y = x/2, ïîëó÷àåì èç èñõîäíîãî ðàâåíñòâà, ÷òî f(x/2) = f(x)f(x/2),
ïðè÷¼ì ìû óæå çíàåì, ÷òî f(x/2) 6= 0. Äåëÿ íà f(x/2) ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè,
ïîëó÷àåì f(x) = 1. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî x ïðè ýòîì ìîæíî áûëî âûáèðàòü
ïðîèçâîëüíî, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îòâåò: f(x) ≡ 0, f(x) ≡ 1, äðóãèõ íåò.

Çàäà÷à 4.

Öåëîé ÷àñòüþ [x] âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå
M òàêîå, ÷òî M ≤ x. Íàïðèìåð, [

√
2] = 1, [2] = 2, [π] = 3. Íàéäèòå âñå

ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, äëÿ êîòîðûõ

x[x[x[x]]] < 2018.

Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè x > 0 â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò ìîíîòîííî íåóáûâà-
þùàÿ ôóíêöèÿ, è ÷òî ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ x îíà ðàâíà x4. Òàê êàê 2401 = 74,
òî ïðè x ≥ 7 íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíåíî ïðè 0 < x < 7. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

0 ≤ [x] ≤ 6 ⇒ 0 ≤ x[x] < 7 · 6 = 42 ⇒ 0 ≤ [x[x]] ≤ 41 ⇒
⇒ 0 ≤ x[x[x]] < 287 ⇒ 0 ≤ x[x[x[x]]] < 286 · 7 = 2002 < 2018.

Îòâåò: 0 < x < 7.

Çàäà÷à 5.

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê (x, y, z) ÷èñåë ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , 70}, äëÿ êîòîðûõ cóììà

x2 + y2 + z2



êðàòíà 7.

Ðåøåíèå.

1. Ðàññìîòðèì îñòàòêè r(x) îò äåëåíèÿ ÷èñåë x íà 7:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 . . . 69 70

r(x) 1 4 2 2 4 1 0 1 4 2 2 4 1 0 1 . . . 1 0

Îíè öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ 10 ðàç.
2. Íàéäåì ïåðåáîðîì íåóïîðÿäî÷åííûå òðîéêè R = {r(x1), r(x2), r(x3)},

äëÿ ê-ðûõ
x21 + x22 + x23 êðàòíî 7:

r(x1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 4
r(x2) 0 0 0 0 1 1 2 2 4 2 2 4 2 2 4 4
r(x3) 0 1 2 4 2 4 2 4 4 2 4 4 2 4 4 4

Èç òàáëèöû âèäíî ÷òî åñòü òîëüêî äâå òàêèå òðîéêè: R = {0, 0, 0}, {1, 2, 4}.
3. Íàéäåì êîë-âî òðîåê (x1, x2, x3), ñîîòâåòñòâóþùèõ R = {0, 0, 0}. Îíè

ìîãóò áûòü òðåõ âèäîâ:
1) x1 = x2 = x3, òàêèõ òðîåê (x1, x2, x3) ðîâíî 10;
2) èç ÷èñåë x1, x2, x3 ðîâíî äâà îäèíàêîâûõ, òàêèõ 10× 9 = 90;
3) âñå òðè ÷èñëà x1, x2, x3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òàêèõ 10× 9× 8/(3!) = 120.
Èòîãî 10 + 90 + 120 = 220.
4. Íàéäåì êîë-âî òðîåê (x1, x2, x3), ñîîòâåòñòâóþùèõ R = {1, 2, 4}.
Îñòàòêîâ 1 ìîæåò áûòü 2 × 10 = 20 (ïî 2 â êàæäîì èç 10 öèêëîâ ïåðâîé

òàáëèöû). Òàêîå æå òî÷íî êîëè÷åñòâî îñòàòêîâ 1 è îñòàòêîâ 4. Òàêèì îáðàçîì,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñòàòêè íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, ïîëó÷àåì (20)3 = 8000.

5) Âñåãî 220 + 8000 = 8220.

Îòâåò: 8220.


