
ÌÀÒÅÐÈÀËÛ ÇÀÄÀÍÈÉ
ÎÒÁÎÐÎ×ÍÎÃÎ ÝÒÀÏÀ

Îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ "Íàäåæäà ýíåpãåòèêè"
â 2017/18 ó÷åáíîì ãîäó

МАТЕМАТИКА



ÇÀÄÀ×À 1 (ÄËß 8 ÊËÀÑÑÀ). Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñ-
ëàõ

20(X + 1)2 + 17(Y − 2)2 = 2017.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïîëîæèì M = X + 1, N = Y − 2. Òîãäà

20M 2 + 17N 2 = 2017. (1)

Ýòî îñòàåòñÿ â ñèëå ïðè ñìåíå çíàêà êàæäîé èç ïåðåìåííûõ M,N , ïîýòîìó
áóäåì èñêàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå M,N .

1. Çàìåòèì, ÷òî M 6= 0, òàê êàê 2017 íå êðàòíî 17. ×èñëî 2017 òàêæå íå
êðàòíî 20, ïîýòîìó è N 6= 0. Èòàê, MN 6= 0.

2. Èìååì 20M 2 > 0, ïîýòîìó 17N 2 < 2017 è N 2 < 2017/17 < 119. ×èñëî
N öåëîå, ñëåäîâàòåëüíî,

1 ≤ N ≤ 10. (2)

3. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü öåëîãî ÷èñëà 20M 2 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 0, ïîýòî-
ìó 17N 2 äîëæíî, êàê è 2017, îêàí÷èâàòüñÿ öèôðîé 7. Êâàäðàò öåëîãî ÷èñ-
ëà îêàí÷èâàåòñÿ öèôðàìè 0,1,4,5,6,9, ê-ðûì ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäíÿÿ öèôðà
0,7,8,5,2,3 ÷èñëà 17N 2. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà N 2 îäíîçíà÷íî 1, à ó
÷èñëà N � ëèáî 1, ëèáî 9.

4. Ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì N = 1 èëè N = 9. Åñëè N = 9, òî 20M 2 =
= 2017−17 ·81 = 640,M 2 = 32, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó îäíîçíà÷íî N = 1
è M = 10. Âñåãî èìååì ðîâíî 4 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1): (M ;N) = (±10;±1),
îòêóäà, âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì X, Y , ïîëó÷àåì

ÎÒÂÅÒ. (X;Y ) = (−11; 1), (−11; 3), (9; 1), (9; 3).



ÇÀÄÀ×À 2 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Çà ãîä öåíû íà ýíåðãîíîñèòåëè
èçìåíèëèñü ïî çàêîíó y = 2ax3 + ax2, ãäå x � ïðåæíÿÿ öåíà, y �
íîâàÿ öåíà, a � ïàðàìåòð, çàäàâàåìûé ïðîèçâîäèòåëåì. Ìîãóò ëè
ïðè ýòîì âñå öåíû èç èíòåðâàëà (100; 200) îñòàòüñÿ â íåì æå?

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïîëîæèì y = y(x) = 2ax3 + ax2, b = 100, c = 200.
Åñëè a ≤ 0, òî y ≤ 0, íå ïîïàäàåò â èíòåðâàë (b; c).
Ïóñòü a > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ y(x) âîçðàñòàåò, ïîýòîìó y(b) < y(x) < y(c).

Äëÿ ïîïàäàíèÿ y â èíòåðâàë (b; c) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ
x èç (b; c) âûïîëíÿëèñü íåð-âà y(b) ≥ b, y(c) ≤ c. Ïðåîáðàçóåì èõ:

2ab3 + ab2 ≥ b, 2ac3 + ac2 ≤ c ⇔ ab2 + ab ≥ 1, 2ac2 + ac ≤ 1 ⇔

1

2b2 + b
≤ a ≤ 1

2c2 + c
,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê b < c.

ÎÒÂÅÒ: íå ìîãóò.

ÇÀÄÀ×À 3 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ).
Òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç òðåõ àãðåãàòîâ, èõ ýíåðãîïî-

òðåáëåíèå

E1 =
√
ρ2 + 2t2 − 5, E2 =

√
3ρ2 + 2t2 − 6, E3 = 2

√
ρ2 + t2 + 1

çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ρ è òåìïåðàòóðû t îêðóæàþùåé ñðåäû. Êàêî-
âî ìèíèìàëüíîå ñóììàðíîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå âñåõ òðåõ àãðåãàòîâ
è ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ρ, t îíî äîñòèãàåòñÿ?

ÐÅØÅÍÈÅ. Îáîçíà÷èì ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â E1 è E2 ÷åðåç a è b.
Òîãäà E3 =

√
a+ b+ 15, a cóììàðíîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå

E(a, b) = E1 + E2 + E3 =
√
a+
√
b+
√
a+ b+ 15.

Âñå òðè ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû è âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì a è b, ïîýòîìó
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ E(a, b) ïðèíèìàåò ïðè a = b = 0, îíî ðàâíî√
15. Îñòàåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé a(ρ, t) = b(ρ, t) = 0 îòíîñèòåëüíî

ρ è t. Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî ρ > 0 (ýòî ïëîòíîñòü).

ÎÒÂÅÒ.
√
15 ïðè ρ =

1√
2
, t = ±3

2
.



ÇÀÄÀ×À 4 (ÄËß 10 ÊËÀÑÑÀ).
Ãðàíè óñå÷åííîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû òðåáóåòñÿ ðàñêðàñèòü

òàê, ÷òî ëþáûå äâå ñìåæíûå ãðàíè (ò. å. èìåþùèå îáùèé îòðåçîê)
ïîëó÷àþò ðàçíûå öâåòà.
À. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ òàêîé

ðàñêðàñêè?
Á. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ ðàñêðàñêó ñ ìè-

íèìàëüíûì ÷èñëîì öâåòîâ?

ÐÅØÅÍÈÅ. Èçîáðàçèì ïèðàìèäó (âèä ñâåðõó).
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S2(2) S5(4)

S4(1)

S3(3)

Çàíóìåðóåì ãðàíè: S1, . . . , S5. Íåâèäèìàÿ ñâåðõó íèæíÿÿ ãðàíü ïèðàìè-
äû îáîçíà÷åíà êàê âíåøíîñòü S1 áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ íàãëÿäíîãî
èçîáðàæåíèÿ ñìåæíîñòè ãðàíåé ïîñòðîèì äèàãðàììó, íà ê-ðîé ãðàíÿì ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷êè, à ñìåæíûì ãðàíÿì � îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè. Çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ðàñêðàñêå âñåõ 5 òî÷åê òàê, ÷òî êîíöû êàæäîãî îòðåçêà îêðàøè-
âàþòñÿ â ðàçíûå öâåòà. Â ñèëó íàëè÷èÿ òðåóãîëüíèêîâ íåîáõîäèìî íå ìåíåå
3 öâåòîâ. Áóäåì ñòðîèòü ðàñêðàñêó íàèìåíüøèì ÷èñëîì öâåòîâ.

1. Òî÷êàì S1, S2, S3, îáðàçóþùèì òðåóãîëüíèê, ïðèïèøåì ðàçëè÷íûå öâåòà
1, 2, 3.

2. Òîãäà òî÷êà S5, ñîåäèíåííàÿ è ñ S1, è ñ S2, è ñ S3, ïîëó÷àåò îáÿçàòåëüíî
÷åòâåðòûé öâåò 4.

3. Îñòàëàñü íåîêðàøåííîé òîëüêî òî÷êà S4. Åå öâåò äîëæåí áûòü îòëè÷åí
îò 2,3,4, ýòî öâåò 1.

Âñå îñòàëüíûå ñïîñîáû ðàñêðàñêè ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè öâåòîâ 1,
2, 3, 4. Èìååòñÿ ðîâíî 4! = 24 ïåðåñòàíîâîê è òàêîå æå êîë-âî ñïîñîáîâ ðàñ-
êðàñêè.

ÎÒÂÅÒ: 4 öâåòà, 24 ñïîñîáà.



ÇÀÄÀ×À 5 (ÄËß 7 ÊËÀÑÑÀ). Íà ïîñò ìýðà Öâåòî÷íîãî ãîðîäà
ïðåòåíäóþò 15 êîðîòûøåê. Êàæäûé êàíäèäàò äîëæåí ðîâíî îäèí
ðàç âñòðåòèòüñÿ ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ è ïðîâåñòè ñ íèì ïðåäâû-
áîðíûå äåáàòû � ñïîð î ñìûñëå æèçíè â Öâåòî÷íîì ãîðîäå.
À. Ñêîëüêî âñåãî âñòðå÷ (äåáàòîâ) äîëæíî ñîñòîÿòüñÿ?
B. Ìîæåò ëè â íåêîòîðûé ìîìåíò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè

ïðîâåëè ïî 3 âñòðå÷è?
C. Ìîæåò ëè â íåêîòîðûé ìîìåíò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè

ïðîâåëè ïî ðàçëè÷íîìó êîëè÷åñòâó âñòðå÷?

ÐÅØÅÍÈÅ.
À. Äîëæíî ñîñòîÿòüñÿ ðîâíî 15(15 − 1)/2 = 105 ïîïàðíûõ âñòðå÷ êàíäè-

äàòîâ.
Â. Åñëè êàæäûé ó÷àñòíèê (êàíäèäàò) ïðîâåë â íåêîòîðûé ìîìåíò ïî 3

âñòðå÷è, òî ñóììàðíîå ÷èñëî âñåõ ïðîâåäåííûõ âñòðå÷ 15 · 3 = 45 íå÷åòíî.
Íî îíî äîëæíî áûòü ðîâíî â 2 ðàçà áûòü áîëüøå ÷èñëà âñåõ ïðîâåäåííûõ â
ýòîò ìîìåíò âñòðå÷, ò. å. ÷åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå, ýòî íåâîçìîæíî.

Ñ. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷, ïðîâåäåííûõ îäíèì êàíäèäàòîì èç 15,
åñòü 14. Åñëè âñå ïðîâåëè ïî ðàçíîìó ÷èñëó âñòðå÷, òî ýòè ÷èñëà ðàâíû
0, 1, 2, . . . , 14. Â ñèëó íàëè÷èÿ ÷èñëà 0, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷ îäíîãî
ó÷àñòíèêà íå ìîæåò áûòü ðàâíî 14. Ïðîòèâîðå÷èå, ýòî íåâîçìîæíî.

ÎÒÂÅÒ. À. 105. Â è Ñ � íå ìîæåò.

ÇÀÄÀ×À 6 (ÄËß 7 ÊËÀÑÑÀ). Íîðìû ìåäèöèíñêîãî îáñëóæè-
âàíèÿ ïðåäïèñûâàþò êàæäîìó ñòîìàòîëîãó ïðèíèìàòü ïîñòîÿííîå
öåëîå (íî áîëüøåå 1) ÷èñëî ïàöèåíòîâ â ÷àñ. Êîëè÷åñòâî ÷àñîâ â ðà-
áî÷åì äíå ñòîìàòîëîãà öåëîå, îíî áîëüøå ÷èñëà ïàöèåíòîâ, ïðèíè-
ìàåìûõ èì çà ÷àñ, íî ìåíüøå ÷èñëà ñòîìàòîëîãîâ â ïîëèêëèíèêå è
íå áîëüøå 8. Ñêîëüêî äëèòñÿ ðàáî÷èé äåíü è ñêîëüêî ñòîìàòîëîãîâ
â êëèíèêå, åñëè çà äåíü êëèíèêà ïðèíèìàåò 357 ñòîìàòîëîãè÷åñêèõ
áîëüíûõ?
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü âðà÷ ïðèíèìàåò k áîëüíûõ â ÷àñ, ðàáî÷èé äåíü äëèò-

ñÿ m (2 ≤ m ≤ 8 è m öåëîå) ÷àñîâ è â êëèíèêå n âðà÷åé. Âñå âìåñòå îíè
çà äåíü ïðèíèìàþò kmn = 357 ïàöèåíòîâ. ×èñëî 357 îäíîçíà÷íî ðàñêëàäû-
âàåòñÿ íà 3 ìíîæèòåëÿ 357 = kmn = 3 · 7 · 17, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
çàäà÷è.

ÎÒÂÅÒ: 7 ÷àñîâ, 17 ñòîìàòîëîãîâ.



ÇÀÄÀ×À 7 (ÄËß 10 ÊËÀÑÑÀ). Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x1 = 2x32 + 1,

3x2 = 2x33 + 1,

3x3 = 2x34 + 1,

3x4 = 2x31 + 1.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü x1 = x2 = x3 = x4 = x, òîãäà ïîëó÷àåì îäíî óðàâ-
íåíèå 2x3 − 3x + 1 = 0, (x − 1)(2x2 + 2x − 1) = 0. Åãî ðåøåíèÿ x = 1 è

x =
−1±

√
3

2
.

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 - ðåøåíèå, è, íàïðè-

ìåð, x1 6= x2. Ôóíêöèÿ y =
2x3 + 1

3
ñòðîãî âîçðàñòàåò. Åñëè x2 > x1 , òî èç

1-ãî è 4-ãî óðàâíåíèé ïîëó÷àåì x1 > x4. Òîãäà èç 3-ãî è 4-ãî óðàâíåíèé èìååì
x4 > x3. Äàëåå àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì x3 > x2, ò.å. x1 > x2. Ïðîòèâîðå÷èå.

ÎÒÂÅÒ. Äâà ðåøåíèÿ: x1 = x2 = x3 = x4 = 1 è

x1 = x2 = x3 = x4 =
−1±

√
3

2
.

ÇÀÄÀ×À 8 (ÄËß 9 ÊËÀÑÑÀ). Óðàâíåíèå x2 + b|x| + c = 0 èìå-
åò 4 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî P , ñóììà
ìîäóëåé êîðíåé ðàâíà S. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû b è c.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü x1, . . . , x4 � êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëîæèì
y = |x|. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòíûì: y2 + by + c = 0.
Ïîñëåäíåå èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ y1, y2, ãäå y2 > y1 > 0, è äèñêðè-
ìèíàíò D = b2 − 4c > 0. Ïóñòü x1 = −y1, x2 = y1, x3 = −y2, x4 = y2.
Òîãäà ïî óñëîâèþ èìååì S = |x1| + |x2| + |x3| + |x4| = 2(y1 + y2) = 2(−b) è,
ñëåäîâàòåëüíî, b = −S/2.

Â ñèëó äðóãîãî óñëîâèÿ çàäà÷è èìååì

P = x1x2x3x4 = −y21(−y22) = (y1y2)
2 = c2.

Î÷åâèäíî, S > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, b < 0. Èç óñëîâèÿ y1 = (−b−
√
D)/2 > 0

ïîëó÷àåì
√
b2 − 4c < −b. Ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè −b, âîçâåäÿ îáå ÷àñòè

ïîñëåäíåãî íåð-âà â êâàäðàò, ïðèõîäèì ê íåð-âó b2 − 4c < b2, îòêóäà c > 0.
Òàêèì îáðàçîì, b = −S/2, c =

√
P .

ÎÒÂÅÒ. b = −S/2, c =
√
P .



ÇÀÄÀ×À 9 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëü-
íîå n òàêîå, ÷òî

sin (2n◦) = sin (2017n◦).

ÐÅØÅÍÈÅ. Èìååì

sinx = sin y ⇔ (x = y + 360◦k èëè x = 180◦ − y + 360◦k, k ∈ Z) ⇔

⇔ (x− y = 360◦k èëè x+ y = 180◦(2k + 1), k ∈ Z).

Åñëè x = 2017n◦, y = 2n◦, òî x − y = 2015n◦, x + y = 2019n◦, ïîýòîìó
ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ[

2015n = 360k,
2019n = 180(2k + 1).

Ñîêðàòèâ ïåðâîå íà 5, âòîðîå � íà 3, ïîëó÷èì[
403n = 72k, (1)
673n = 60(2k + 1). (2)

×èñëà 403 è 72 âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó èç (1) íàõîäèì n = 72. Äàëåå, ÷èñëa
673 è 60 òàêæå âçàèìíî ïðîñòûå è èç (2) íàõîäèì n = 60. Âûáèðàÿ ìèíèìóì
èç 72 è 60, ïîëó÷àåì

ÎÒÂÅÒ: n = 60.



ÇÀÄÀ×À 10 (ÄËß 10 ÊËÀÑÑÀ).
Àíäðååâñêèé ôëàã â âèäå ñèíåãî êðåñòà, ðàñïîëîæåííîãî âäîëü

äèàãîíàëåé áåëîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí 2 : 3,
ÿâëÿåòñÿ ñ 1992 ã., êàê è â 1699 � 1917 ãîäàõ îôèöèàëüíûì âîåííî-
ìîðñêèì ôëàãîì Ðîññèè. (Îí íàçâàí â ÷åñòü àïîñòîëà Àíäðåÿ Ïåð-
âîçâàííîãî, ïîêðîâèòåëÿ ìîðåïëàâàòåëåé è ðûáàêîâ, ðàñïÿòîãî, ïî
õðèñòèàíñêîìó ïðåäàíèþ, íà êîñîì êðåñòå.) Òîëùèíà êàæäîé ïå-
ðåêëàäèíû ñèíåãî êðåñòà â 10 ðàç ìåíüøå äëèíû ôëàãà, à îñü ïå-
ðåêëàäèíû ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ ôëàãà.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé áåëîé è ñèíåé ÷àñòåé ôëàãà.

ÐÅØÅÍÈÅ.
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ðèñ. 1 ðèñ 2.

Ôëàã áåç ñîáëþäåíèÿ ïðîïîðöèé èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Äèàãîíàëüíûå ïîëî-
ñû ôëàãà ïðîäëåíû çà ãðàíèöû ïîëîòíèùà äî îáðàçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Íà ðèñ. 2 óâåëè÷åí ïðàâûé âåðõíèé óãîë.

Â çàäà÷å âàæíî îòíîøåíèå ïëîùàäåé, ïîýòîìó ðåàëüíûå ðàçìåðû ôëàãà
çíà÷åíèÿ íå èìååò. Ïîëàãàåì, ÷òî äëèíà ôëàãà ðàâíà b = 3 åä. äëèíû, à
øèðèíà � a = 2 åä. Òîãäà òîëùèíà ïåðåêëàäèí êðåñòà ðàâíà h = b/10 = 0, 3
åä., à äèàãîíàëü ôëàãà � d =

√
a2 + b2.

Íàéäåì ïëîùàäè îòäåëüíûõ ÷àñòåé.
1. Ïëîùàäü S1 ñèíåé ïîëîñû âäîëü îäíîé äèàãîíàëè ðàâíà ïëîùàäè äî-

ñòðîåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà çà âû÷åòîì ïëîùàäåé ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ,
âûñòóïàþùèõ çà êðàÿ ôëàãà. Òðåóãîëüíèêè ïîïàðíî ðàâíû, ïîýòîìó

S1 = h d− 2S(EMC)− 2S(CKF ).



Ïóñòü α = ∠CAD. Òîãäà tgα =
a

b
. Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-

íèêîâ èìååì ∠CEM = ∠FCK = α.

Ïî óñëîâèþ MC = CK = h/2, S(EMC) =
h2

8
ctgα, S(FCK) =

h2

8
tgα.

Ñëåäîâàòåëüíî,

S1 = h
√
a2 + b2 − h2

4

(
a

b
+
b

a

)
.

2. Ïëîùàäü S2 ðîìáà íà ïåðåñå÷åíèè ïåðåêëàäèí êðåñòà.
Âûñîòà ðîìáà ðàâíà òîëùèíå ïåðåêëàäèíû h. Îñòðûé óãîë ìåæäó ñòîðî-

íàìè åñòü óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè è ðàâåí 2α. Òàêèì îáðàçîì,

S2 = h · h

sin 2α
=

h2

2 sinα cosα
=
h2 (a2 + b2)

2ab
.

3. Ïëîùàäü S3 âñåé ñèíåé ÷àñòè ôëàãà ðàâíà

S3 = 2S1 − S2 = 2h
√
a2 + b2 − 2h2

4
· a

2 + b2

ab
− h2 (a2 + b2)

2ab
.

4. Ïëîùàäü áåëîé ÷àñòè íàéäåì êàê äîïîëíåíèå ñèíåé ÷àñòè:

S4 = ab− S3 = ab− 2h
√
a2 + b2 + h2 · a

2 + b2

ab
.

5. Oñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

S1 =
240
√
13− 39

800
, S2 =

39

400
, S3 =

120
√
13− 39

200
, S4 =

1239− 120
√
13

200
.

ÎÒÂÅÒ. Îòíîøåíèå óêàçàííûõ ïëîùàäåé ðàâíî
1239− 120

√
13

120
√
13− 39

.



ÇÀÄÀ×À 11 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Ìíîãî÷ëåí

f(x) = x2 + px+ q

èìååò êîðíè f(0) è f(1). Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû f(x) è ðå-
øèòå íåðàâåíñòâî (0, 1)f(x) < 10.

ÐÅØÅÍÈÅ. Èìååì x1 = f(0) = q è x2 = f(1) = 1 + p + q. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé: x1 = x2. Òîãäà q = 1 + p + q, îòêóäà p = −1. Çíà÷èò,
f(x1) = f(q) = q2 − q + q = 0, ò. å. q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå f(x) = x2 − x.

Âòîðîé ñëó÷àé: x1 6= x2. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà x1+x2 = 1+p+2q = −p,
îòêóäà p = −(q+1

2). Ïîñêîëüêó f(x1) = f(q) = q2+pq+q = q2−q(q+1
2)+q = 0,

òî q = 0 è p = −1
2 . Â ýòîì ñëó÷àå f(x) = x2 − 1

2x.

Íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó 10−f(x) < 10, îòêóäà f(x) > −1.
Ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ x â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

ÎÒÂÅÒ: f(x) = x2 − x èëè f(x) = x2 − 1
2x; x ∈ R.

ÇÀÄÀ×À 12 (ÄËß 9 ÊËÀÑÑÀ). Çèìíèé äâîðåö (÷åòâåðòûé)
â Ïåòåðáóðãå âîçâåäåí Ôðàí÷åñêî Áàðòîëîìåî Ðàñòðåëëè â 1754�
1762 ãã. äëÿ èìïåðàòðèöû Åëèçàâåòû Ïåòðîâíû. Îêîí â íåì íà 1828
áîëüøå, ÷åì ëåñòíèö, à êîìíàò è ëåñòíèö âìåñòå 1617. Åñëè ÷èñëî
ëåñòíèö óâåëè÷èòü â 10 ðàç, òî ðåçóëüòàò áóäåò íà 775 ìåíüøå ÷èñëà
îêîí. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîìíàò, îêîí è ëåñòíèö.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü x, y, z � ÷èñëî îêîí, êîìíàò è ëåñòíèö ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x− z = 1828, (1) y + z = 1617, (2) x− 10z = 775. (3)

Âû÷èòàÿ (3) èç (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì 9z = 1053. Èç
íåãî íàõîäèì z = 117. Òîãäà èç (1) ïîëó÷àåì x = 1828 + z = 1945 è èç (2)
íàõîäèì y = 1617− z = 1500.

ÎÒÂÅÒ: 1500 êîìíàò, 1945 îêîí, 117 ëåñòíèö.



ÇÀÄÀ×À 13 (ÄËß 8 ÊËÀÑÑÀ). Â íî÷ü ñ 3 íà 4 äåêàáðÿ 2017 ãî-
äà ñîñòîÿëîñü �ñóïåðëóíèå�: ïîëíàÿ Ëóíà íàõîäèëàñü îêîëî ñàìîé
áëèçêîé ê Çåìëå òî÷êè ñâîåé ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû. Â ïðåññå ñî-
îáùàëîñü, ÷òî ðàçìåð âèäèìîãî ñ Çåìëè ëóííîãî äèñêà óâåëè÷èëñÿ
íà 21 %, íî íå óòî÷íÿëîñü, êàêîé èìåííî ðàçìåð. Åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ðàçìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäü, òî íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
óâåëè÷èëñÿ äèàìåòð?
ÐÅØÅÍÈÅ. Äàæå íå çíàÿ ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè êðóãà, çàäà÷ó ìîæíî

ðåøèòü, åñëè ÷åòêî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
ïëîùàäè îò ëèíåéíîãî ðàçìåðà ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû (ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà, â ïðåäåëå � êðóãà) è ñìûñë ïðîöåíòîâ. Ïóñòü d0 è d � äèàìåòðû
èñõîäíîãî è èçìåíåííîãî êðóãîâ, S è S0 � èõ ïëîùàäè. Ïëîùàäü êðóãà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó äèàìåòðà ñ íåê-ðûì êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè k. Èìååì S = kd2 = (1 + 0, 21)S0 = 1, 21kd0. Ñîêðàòèâ íà k, ïîëó÷èì
d2 = 1, 21d20, îòêóäà d = 1, 1d0, ò. å. äèàìåòð óâåëè÷èëñÿ íà 10%.

ÎÒÂÅÒ: 10%.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Çàäà÷à ïðåäëàãàëàñü íà ýòàïå, ñîñòîÿâøåìñÿ â áëèæàé-
øèå ïîñëå ýòîãî "ñóïåðëóíèÿ" âûõîäíûå. Äàííûå ïðåññû èçìåíåíû äëÿ îá-
ëåã÷åíèÿ âû÷èñëåíèé, ðåàëüíî ñîîáùàëîñü îá óâåëè÷åíèè ðàçìåðà (áåç óòî÷-
íåíèÿ êàêîãî) íà 15%.

ÇÀÄÀ×À 14 (ÄËß 10 ÊËÀÑÑÀ). Öåëîé ÷àñòüþ bxc äåéñòâèòåëü-
íîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå M òàêîå, ÷òî M ≤ x.
Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
bx/3− 2c = b

√
x/3− 2c.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ââåäåì ïåðåìåííóþ y = x/3−2. Ïðè ýòîì y ≥ 0. Óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä √

byc = b√yc. (1)

Åñëè y = n2, ãäå n öåëîå, òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ðàâíû n.
Ïóñòü n2 < y < (n + 1)2. Òîãäà n <

√
y < n + 1 è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

byc = n. Óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä
√
bxc = n. Âîçâåäåì â êâàäðàò:

byc = n2. Ýòî ðàâíîñèëüíî íåð-âàì n2 ≤ y < n2 + 1.
Òàêèì îáðàçîì, y ∈

⋃∞
n=0[n

2;n2 + 1).
Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé x = 3(y + 2), ïîëó÷àåì

ÎÒÂÅÒ: x ∈
⋃∞

n=0[3(n
2 + 2); 3(n2 + 3)).



ÇÀÄÀ×À 15 (ÄËß 9 ÊËÀÑÑÀ). Â âûïóêëîì 1010-óãîëüíèêå
A1A2 . . . A1010 ñòîðîíû A1A2 è A3A4 ïðîäîëæèëè äî ïåðåñå÷åíèÿ â
òî÷êå B2; òî æå ñäåëàëè ñ ïàðàìè ñòîðîí A2A3 è A4A5 (ïîëó÷èëè
òî÷êó B3), . . . , A1009A1010 è A1A2 (ïîëó÷èëè òî÷êó B1010), A1010A1 è
A2A3 (ïîëó÷èëè òî÷êó B1).
Â èòîãå îáðàçîâàëàñü �çâ¼çäî÷êà� A1B1A2B2A3B3A4 . . . B1010A1. Íàé-

äèòå ñóììó óãëîâ B1, B2, . . . , B1010 ýòîé �çâ¼çäî÷êè�.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ óãëîâ n-óãîëüíèêà ðàâíà
S = (n− 2) · 180◦. Â íàøåì ñëó÷àå n = 1010.

Äëÿ âñåõ ñìåæíûõ óãëîâ èìååì
∑
i

∠BiAiAi+1 =
∑
i

(180◦−∠Ai−1AiAi+1) =

= n·180◦−S = n·180◦−(n−2)·180◦ = 360◦ (èíäåêñû ñëàãàåìûõ äîëæíû ó÷è-
òûâàòü öèêëè÷íîñòü íóìåðàöèè: An+1 = A1). Àíàëîãè÷íî, ñóììà ∠B1A2A1+
+∠B2A3A2+. . . òîæå ðàâíà 360

◦. Ñóììà âñåõ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ4B1A1A2,
4B2A2A3, . . . , ðàâíà, î÷åâèäíî, n · 180◦. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà óãëîâ ðàâíà
n · 180◦ − 2 · 360◦ = (n− 4) · 180◦ = 1006π.

ÎÒÂÅÒ: 1006π (181 080◦).

ÇÀÄÀ×À 16 (ÄËß 9 ÊËÀÑÑÀ). Â íåêîòîðîé îáëàñòè äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñòâîì óäàëåííûõ ðàéîíîâ ðàáîòàþò ãèäðîãåíå-
ðàòîðû äâóõ òèïîâ, ñóììàðíîé ìîùíîñòüþ 7000 êÂò. Åñëè áû âñå
ãåíåðàòîðû áûëè ïåðâîãî òèïà, òî ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü áûëà áû
íà 1000 êÂò áîëüøå. Åñëè áû âñå ãåíåðàòîðû áûëè âòîðîãî òèïà,
òî ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü áûëà áû íà 3000 êÂò ìåíüøå. Êàêîâà ñóì-
ìàðíàÿ ìîùíîñòü ãåíåðàòîðîâ êàæäîãî òèïà?

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü èìååòñÿ m ãåíåðàòîðîâ ïåðâîãî òèïà ìîùíîñòüþ X

êÂò êàæäûé è n ãåíåðàòîðîâ âòîðîãî òèïà ìîùíîñòüþ Y êÂò êàæäûé. Òîãäà

mX + nY = 7000, (1) mX + nX = 8000, (2) mY + nY = 4000. (3)

Âû÷èòàÿ (1) èç (2) è (3) èç (1), ïîëó÷èì nX−nY = 1000 è mX−mY = 3000.

Ïîýòîìó
n(X − Y )

m(X − Y )
=

1000

3000
, ò. å.

n

m
=

1

3
. Ïîäñòàâèì m = 3n â (3): 3nY +

nY = 4000, òîãäà nY = 1000 è èç (1) ïîëó÷àåì mX = 7000− 1000 = 6000.

ÎÒÂÅÒ: 6000 êÂò è 1000 êÂò.



ÇÀÄÀ×À 17 (ÄËß 7 ÊËÀÑÑÀ). Â ïàêåòèêå 100 ëåäåíöîâ êðàñ-
íîãî, çåëåíîãî, æåëòîãî è îðàíæåâîãî öâåòà. Åñëè íàóãàä âûíóòü
èç íåãî 90 ëåäåíöîâ, òî ñðåäè íèõ íåïðåìåííî áóäóò ëåäåíöû âñåõ
÷åòûðåõ öâåòîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëåäåíöîâ íàóãàä
ñëåäóåò âûíóòü èç ïàêåòèêà, ÷òîáû ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî áûëè
ëåäåíöû âñåõ òðåõ öâåòîâ?

Ðåøåíèå. Ëåäåíöîâ îäíîãî öâåòà äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 11, èíà÷å âñå
îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâûáðàííûìè. Òîãäà ëåäåíöîâ äâóõ öâåòîâ äîëæíî
áûòü íå ìåíåå 22 (ïî 11 êàæäîãî öâåòà). Çíà÷èò, íàäî âûáðàòü ìèíèìóì 79
ëåäåíöîâ. 78 ëåäåíöîâ íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê ïðè 22 ëåäåíöàõ äâóõ öâåòîâ
îñòàëüíûå ìîãóò áûòü òîæå òîëüêî äâóõ öâåòîâ.

ÎÒÂÅÒ: 79.

ÇÀÄÀ×À 18 (ÄËß 8 ÊËÀÑÑÀ). Èìååòñÿ äâà àêêóìóëÿòîðà îäè-
íàêîâîé åìêîñòè. Íà ïåðâîì òåõíè÷åñêîì óñòðîéñòâà àêêóìóëÿòîð
ðàçðÿæàåòñÿ çà 40 ÷ íåïðåðûâíîé ðàáîòû, à íà âòîðîì � çà 60 ÷.
Àêêóìóëÿòîðû ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè. Êàêîå íàèáîëüøåå âðåìÿ
ðàáîòû äâóõ óñòðîéñòâ ìîãóò îáåñïå÷èòü äâà òàêèõ àêêóìóëÿòîðà?

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü äàííûé àêêóìóëÿòîð ïðîñëóæèò ðîâíî X ÷ íà ïåð-
âîé óñòàíîâêå è Y ÷ íà âòîðîé. Îáà óñòðîéñòâà äîëæíû âñå âðåìÿ ðàáîòàòü
ñîâìåñòíî, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X

40
+
Y

60
=
X

60
+
Y

40
,

â êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü îïèñûâàâåò èçíîñ ïåðâîãî àêêóìóëÿòîðà, à ïðàâàÿ
÷àñòü � âòîðîãî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîX = Y . Ïîëíàÿ ðàçðÿäêà àêêóìóëÿòîðà

îçíà÷àåò ðàâåíñòâî
X

40
+
X

60
= 1 , îòêóäàX = 24 . Òîãäà âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî

èç àêêóìóëÿòîðîâ åñòü 2X = 48.

ÎÒÂÅÒ: 48 ÷àñîâ.



ÇÀÄÀ×À 19 (ÄËß 8 ÊËÀÑÑÀ). Cëîâà, êàê èçâåñòíî, èìåþò
âåñ. Ïîëîæèòåëüíûé âåñ èìååò êàæäàÿ áóêâà, ýòîò âåñ ïîñòîÿíåí
âî âñåõ ñî÷åòàíèÿõ, ñîäåðæàùèõ äàííóþ áóêâó. Âåñ ñëîâà ðàâåí
ñóììå âåñîâ âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî áóêâ.
À. Íàéäóòñÿ ëè òàêèå âåñà áóêâ, ÷òî "êèëîãðàìì" èìååò òàêîé

æå âåñ, êàê "ìèëëèãðàìì"? Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå äëÿ ðàâåíñòâà ýòèõ âåñîâ, èëè äîêàæèòå íåâîçìîæ-
íîñòü ðàâåíñòâà.
Â. Ìîæíî ëè íàéòè äâà ñëîâà èç ìíîæåñòâà M = {"êèëîãðàìì",

"ìèëëèãðàìì", "ýïèãðàììà"}, èìåþùèå îäèíàêîâûé âåñ ïðè ëþ-
áûõ âåñàõ áóêâ? Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû èëè äîêàæèòå, ÷òî èõ
íåò.
Ñ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî M íà áëîêè, âåñ êîòîðûõ îäè-

íàêîâ ïðè ëþáûõ âåñàõ áóêâ? Íàéäèòå âñå òàêèå ðàçáèåíèÿ èëè
äîêàæèòå, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü w(s) � âåñ êàæäîé áóêâû s àëôàâèòà.
À. Óäàëèì èç ñëîâ "êèëîãðàìì" è "ìèëëèãðàìì" áóêâû, âõîäÿùèå â îáà

ñëîâà, ïîëó÷èì ÷àñòè "êî" è "ìëëè". Ïðèðàâíÿåì ñóììû âåñîâ òàêèõ ÷àñòåé,
ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ òàêèõ ñëîâ :
w(ê)+w(î)=w(ì)+2w(ë)+w(è). (*)

Â. Èç 3 ñëîâ ìîæíî îáðàçîâàòü 3 ïàðû. Êàæäóþ ïàðó "ñîêðàòèì"íà ïî-
âòîðÿþùèåñÿ áóêâû, êàê ïðè ðåøåíèè ÷àñòè À. Òàê, èç ñëîâ "êèëîãðàìì"
è "ìèëëèãðàìì" ïîëó÷èì ÷àñòè "êî" è "ìëëè". Åñëè ñóììû w(ê)+w(î) è
w(ì)+2w(ë)+w(è) íå ðàâíû (è òàêèå âåñà áóêâ íàéäóòñÿ), òî ñëîâà "êèëî-
ãðàìì" è ìèëëèãðàìì" èìåþò ðàçëè÷íûé âåñ.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàéäóòñÿ âåñà áóêâ, ïðè êîòîðûõ ñëîâà "êè-
ëîãðàìì"è "ýïèãðàììà", à òàêæå ñëîâà "ìèëëèãðàìì" è "ýïèãðàììà" èìåþò
ðàçíûé âåñ. Èòàê, äëÿ êàæäîé ïàðû ñëîâ íàéäóòñÿ âåñà áóêâ, ïðè êîòîðûõ
ñëîâà ïàðû èìåþò ðàçíûé âåñ.
Ñ. Ìíîæåñòâî {x, y, z} ìîæíî ðàçáèòü íà 2 èëè 3 áëîêà: x|y|z, xy|z, xz|y,

x|yz. Â êà÷åñòâå x, y, x ðàññìîòðèì ñëîâà çàäà÷è. Äëÿ ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ óæå
ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò âåñà áóêâ, ïðè êîòîðûõ âåñà äâóõ èç òðåõ áëîêîâ
ðàçáèåíèÿ ðàçëè÷íû. Â êàæäîì èç îñòàëüíûõ òðåõ ðàçáèåíèé íà äâà áëîêà
ýòè áëîêè ñîäåðæàò ðàçíîå ÷èñëî áóêâ, ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàâåíñòâå
âåñîâ âñåõ áóêâ àëôàâèòà âåñ áëîêîâ ðàçëè÷åí. Èòàê, îòâåò íà âîïðîñ Ñ �
"Íåò".

ÎÒÂÅÒÛ. À. Äà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî óñëîâèå (*). Â è Ñ � íåò.



ÇÀÄÀ×À 20 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê (x, y) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

[2x− 3y] = 2[x]− 3[y], [2x+ 3y] = 2[x] + 3[y],

ãäå [z] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà z.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà x, y â âèäå x = M + x0, y = N + y0,
ãäå M = [x], N = [y] � èõ öåëûå, x0, y0 � äðîáíûå ÷àñòè, x0, y0 ∈ [0; 1).
Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

[2x± 3y] = [2(M + x0)± 3(N + y0)] = (2M ± 3N) + [2x0 ± 3y0],

2[x]± 3[y] = 2[M + x0]± 3[N + y0] =

= (2M ± 3N) + (2[x0]± 3[y0]) = (2M ± 3N) + (2x0 ± 3y0),

ïîýòîìó èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì [2x0 ± 3y0] = 2x0 ± 3y0,
ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì 2x0 ± 3y0 ∈ [0; 1). Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ äëÿ x0, y0:

0 ≤ x0 < 1, 0 ≤ y0 < 1, 0 ≤ 2x0 ± 3y0 < 1.

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà:

2x0 − 1

3
≤ y0 <

1− 2x0
3

, y0 ≤
2x0
3
, x0 <

1

2
.

Oáëàñòü íà ïëîñêîñòè (x0, y0) îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðå-
óãîëüíèê OAB ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1/2; 0), B(1/4; 1/6) áåç ñòîðîíû AB.

Òîãäà íà ïëîñêîñòè (x, y) îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ òà-
êèõ òðåóãîëüíèêîâ, âûðåçàííûõ èç åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè âåðøèí. Òî÷íåå, îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåóãîëüíè-
êîâ OMNAMNBMN , OMN(M ;N), AMN(M +1/2;N), BMN(M +1/4, N +1/6)
áåç ñòîðîíû AMNBMN , îïðåäåëåííûõ äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë (M,N).

ÎÒÂÅÒ: îáúåäèíåíèå òðåóãîëüíèêîâ OMNAMNBMN ñ âåðøèíàìè
OMN(M ;N),AMN(M+1/2;N),BMN(M+1/4;N+1/6) áåç ñòîðîíûAMNBMN ,
îïðåäåëåííûõ äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë (M,N).


