
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Îòáîðî÷íûé ýòàï. Î÷íàÿ ôîðìà

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ
ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ 42111 äëÿ 11 êëàññà

Ê 100-ëåòíåìó þáèëåþ ïëàíà ÃÎÝËÐÎ âåòåðàíû çàâîäà ¾Ýëåêòðîãàìáóð-
ãåð¿ ñìîíòèðîâàëè ñâåòÿùóþñÿ íàäïèñü

ÑÎÂÅÒÛ È ÝËÅÊÒÐÎÔÈÊÀÖÈß ÅÑÒÜ ÎÑÍÎÂÀ ÍÎÂÎÃÎ ÌÈÐÀ

òàê ÷òî ñ íàñòóïëåíèåì ñóìåðåê è ðàáî÷èå, è óïðàâëÿþùèå, è îêðåñòíûå æè-
òåëè ìîãëè ëþáîâàòüñÿ ëîçóíãîì ïðåæíèõ ëåò. ×òîáû ëþáîé áðèãàäèð ìîã
ïðèêîñíóòüñÿ ê èñòîðèè, â êàæäûé öåõ çàâîäà áûë âûâåäåí äîïîëíèòåëü-
íûé ðóáèëüíèê, èìèòèðóþùèé âêëþ÷åíèå ïîäñâåòêè. Åñëè áû íà çàâîäå áûëî
òîëüêî òðè öåõà, ñõåìà ýëåêòðîïèòàíèÿ íàäïèñè èìåëà áû âèä, ïðåäñòàâëåí-
íûé íèæå.
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Êîìïëåêñ ñâåòèëüíèêîâ èìååò îáùåå ðàáî÷åå ñîïðîòèâëåíèå R0 = 1100
Îì è ïèòàåòñÿ îò ñïåöèàëüíîãî èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ, ÝÄÑ êîòîðîãî E = 500
Â. Cîïðîòèâëåíèå êàæäîãî ñåãìåíòà îñíîâíîãî êàáåëÿ r = 0.03 Îì, ñîïðî-
òèâëåíèå êàæäîãî öåõîâîãî êàáåëÿ (ñ ðóáèëüíèêîì) R = 600 Îì, âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êîëè÷åñòâî öåõîâ N = 97.

1. Íàéäèòå ìîùíîñòü P0, âûäåëÿåìóþ íà ñâåòèëüíèêå ïðè ðàçîìêíóòûõ
ðóáèëüíèêàõ; à òàêæå ìîùíîñòü P2, âûäåëÿåìóþ íà ñâåòèëüíèêå, åñëè áóäóò
âêëþ÷åíû (çàìêíóòû) äâà áëèæíèõ ê íåìó ðóáèëüíèêà.

2. Íàéäèòå, êàêàÿ ìîùíîñòü âûäåëèòñÿ íà ñâåòèëüíèêå, åñëè áóäóò âêëþ-
÷åíû (çàìêíóòû) 25 áëèæíèõ ê íåìó ðóáèëüíèêîâ.

3. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå âêëþ÷åííûõ ðóáèëüíè-
êîâ (ïîäðÿä, íà÷èíàÿ îò ñâåòèëüíèêà) ìîùíîñòü, âûäåëÿåìàÿ íà ñâåòèëüíèêå,
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò P0 áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.

4. Êàêèì ñòàíåò îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ, åñëè âêëþ÷àòü (çàìûêàòü)
ðóáèëüíèêè, íà÷èíàÿ îò èñòî÷íèêà, à íå îò ñâåòèëüíèêà?

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
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Ê 100-ëåòíåìó þáèëåþ ïëàíà ÃÎÝËÐÎ âåòåðàíû çàâîäà ¾Ýëåêòðîãàìáóð-
ãåð¿ ñìîíòèðîâàëè ñâåòÿùóþñÿ íàäïèñü

ÑÎÂÅÒÛ È ÝËÅÊÒÐÎÔÈÊÀÖÈß ÅÑÒÜ ÎÑÍÎÂÀ ÍÎÂÎÃÎ ÌÈÐÀ

òàê ÷òî ñ íàñòóïëåíèåì ñóìåðåê è ðàáî÷èå, è óïðàâëÿþùèå, è îêðåñòíûå æè-
òåëè ìîãëè ëþáîâàòüñÿ ëîçóíãîì ïðåæíèõ ëåò. ×òîáû ëþáîé áðèãàäèð ìîã
ïðèêîñíóòüñÿ ê èñòîðèè, â êàæäûé öåõ çàâîäà áûë âûâåäåí äîïîëíèòåëü-
íûé ðóáèëüíèê, èìèòèðóþùèé âêëþ÷åíèå ïîäñâåòêè. Åñëè áû íà çàâîäå áûëî
òîëüêî òðè öåõà, ñõåìà ýëåêòðîïèòàíèÿ íàäïèñè èìåëà áû âèä, ïðåäñòàâëåí-
íûé íèæå.
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Êîìïëåêñ ñâåòèëüíèêîâ èìååò îáùåå ðàáî÷åå ñîïðîòèâëåíèå R0 = 1100
Îì è ïèòàåòñÿ îò ñïåöèàëüíîãî èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ, ÝÄÑ êîòîðîãî E = 500
Â. Cîïðîòèâëåíèå êàæäîãî ñåãìåíòà îñíîâíîãî êàáåëÿ r = 0.03 Îì, ñîïðî-
òèâëåíèå êàæäîãî öåõîâîãî êàáåëÿ (ñ ðóáèëüíèêîì) R = 600 Îì, âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êîëè÷åñòâî öåõîâ N = 97.

1. Íàéäèòå ìîùíîñòü P0, âûäåëÿåìóþ íà ñâåòèëüíèêå ïðè ðàçîìêíóòûõ
ðóáèëüíèêàõ; à òàêæå ìîùíîñòü P2, âûäåëÿåìóþ íà ñâåòèëüíèêå, åñëè áóäóò
âêëþ÷åíû (çàìêíóòû) äâà áëèæíèõ ê íåìó ðóáèëüíèêà.

2. Íàéäèòå, êàêàÿ ìîùíîñòü âûäåëèòñÿ íà ñâåòèëüíèêå, åñëè áóäóò âêëþ-
÷åíû (çàìêíóòû) 25 áëèæíèõ ê íåìó ðóáèëüíèêîâ.

3. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå âêëþ÷åííûõ ðóáèëüíè-
êîâ (ïîäðÿä, íà÷èíàÿ îò ñâåòèëüíèêà) ìîùíîñòü, âûäåëÿåìàÿ íà ñâåòèëüíèêå,
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò P0 áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.

4. Êàêèì ñòàíåò îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ, åñëè ïðåíåáðå÷ü ñîïðîòèâ-
ëåíèÿìè r âñåõ ñåãìåíòîâ îñíîâíîãî êàáåëÿ?

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

www.mathmod.ru www.appmat.ru



ÐÅØÅÍÈÅ

Èçîáðàçèì ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàäïèñè, ñîñòîÿùåé èç
n áóêâ, è çàíóìåðóåì ÿ÷åéêè öåïè, íà÷èíàÿ ñ ñàìîé äàëüíåé. Íà ñõåìå â òîì
æå ïîðÿäêå çàíóìåðîâàíû óçëû A0, . . . , An è B0, . . . , Bn.











· · ·

· · ·









 �
����@@

R R R R R0
E

Kn Kn−1 K2 K1

r r r r

r r r r

An An−1 A2 A1 A0
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1. Íàéäåì îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàìêíóòû êëþ÷è
K1 � Km.

Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå êîíöåâîãî ó÷àñòêà öåïè A1 − A0 −B0 −B1 ðàâíî

RL = 2r +R0.

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó óçëàìè A1 è B1 ïîäêëþ÷åíû äâà ïàðàëëåëüíûõ
ñîïðîòèâëåíèÿ R è RL. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà A1B1

ðàâíî

R1 =
1

1
R + 1

RL

=
RRL

R +RL
=

R (2r +R0)

R + 2r +R0
.

Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó óçëàìè A2 è B2 èäóò äâà ïàðàëëåëüíûõ
ó÷àñòêà öåïè ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè R è 2r + R1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ñîïðî-
òèâëåíèå ó÷àñòêà A2B2 ðàâíî

R2 =
1

1
R + 1

2r+R1

=
R (2r +R1)

R + 2r +R1
.

Ïðîäîëæàÿ ðàññìîòðåíèå äàëåå âëåâî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî îò-
ìåòèòü, ÷òî ìåæäó óçëàìè Ak è Bk èäóò äâà ïàðàëëåëüíûõ ó÷àñòêà öåïè ñ
ñîïðîòèâëåíèÿìèR è 2r+Rk−1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà
AkBk ðàâíî

Rk =
1

1
R + 1

2r+Rk−1

=
R (2r +Rk−1)

R + 2r +Rk−1
. (1)

Èíäåêñ k â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 1 äî
m.

Â èòîãå (ó÷èòûâàÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ ìåæäó èñòî÷íèêîì è óçëàìè
Am, Bm) ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå öåïè ñîñòàâëÿåò

Rc = 2(n−m+ 1) r +Rm.
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2. Íàéäåì îáùèé òîê â öåïè. Ïîñêîëüêó ÝÄÑ èñòî÷íèêà E èçâåñòíà, à
îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè íàéäåíî, ìîæíî çàïèñàòü

Ic = E/Rc.

3. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Ïðåäñòàâèì öåïü, ñîñòîÿùóþ èç
äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ó÷àñòêîâ ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè r1 è r2, ïî êîòîðîé ïðîòåêàåò
îáùèé òîê Ic.

e e
r1

r2

Åñëè îáîçíà÷èòü òîêè, ïðîòåêàþùèå ÷åðåç óêàçàííûå ñîïðîòèâëåíèÿ êàê
I1 è I2, òî ÿñíî, ÷òî

I1 + I2 = Ic.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé íà êàæäîì èç ñîïðîòèâëåíèé ðàâ-
íû äðóã äðóãó. Ïîýòîìó

I1r1 = I2r2.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé, íàõîäèì

I1 =
r2

r1 + r2
Ic, I2 =

r1
r1 + r2

Ic. (2)

4. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî òîê òå÷åò ïî âåðõíåé ÷àñòè öåïè
ñëåâà íàïðàâî (îò èñòî÷íèêà), à ïî íèæíåé ÷àñòè � ñïðàâà íàëåâî (ê èñòî÷-
íèêó), òî åñòü â íàïðàâëåíèè An → An−1 → . . .→ A1 → B1 → . . .→ Bn.

Îáîçíà÷èì òîê íà ó÷àñòêå Ak Ak−1 ÷åðåç Jk, à íà ó÷àñòêå Ak Bk ÷åðåç Ik.











· · ·

· · ·
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Kn Kn−1 K2 K1
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An An−1 A2 A1 A0

Bn Bn−1 B2 B1 B0

-
Jc -

Jn -
J2 -

J1

�
Jc �

Jn �
J2 �

J1

?
In ?

In−1 ?
I2 ?

I1 ?
I0=J1

Íàéäåì, íà êàêèå ÷àñòè áóäåò ðàçäåëÿòüñÿ òîê â êàæäîì óçëå Ak (â ñèëó
ñèììåòðèè òàêèå æå òîêè áóäóò ñõîäèòüñÿ â óçëå Bk).

Â óçëå Ak öåïü ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïàðàëëåëüíûå âåòâè ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè
R è 2r + Rk−1, ïî êîòîðûì òåêóò òîêè Ik è Jk ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ïî
ôîðìóëàì (2) ïîëó÷àåì

Ik =
2r +Rk−1

R + 2r +Rk−1
Jk+1, Jk =

R

R + 2r +Rk−1
Jk+1. (3)
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ
m âåòâåé ñ çàìêíóòûìè êëþ÷àìè. Åñëè êëþ÷è Kn, . . . , Km+1 ðàçîìêíóòû, òî
íà ó÷àñòêå An � Am áóäåò òå÷ü òîê Jc, ðàâíûé îáùåìó òîêó Ic, íàéäåííîìó
âûøå. Ïîýòîìó ôîðìóëû (3) áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ k îò m äî 1.

5. Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü òîê I0 = J1 è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîùíîñòü,
âûäåëÿåìóþ íà ñâåòèëüíèêå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîî÷åðåäíî âû-
÷èñëèòü ñîïðîòèâëåíèÿ Rk ïî ôîðìóëàì (1). Çàòåì íàéòè îáùèé òîê è ïî-
ñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü òîêè Ik ïî ôîðìóëàì (3).

6. Îñòàåòñÿ çàïèñàòü ñîñòàâëåííûé àëãîðèòì íà ïñåâäîêîäå.

Àëãîðèòì �Ëîçóíã�
íà÷àëî àëãîðèòìà
Res[0] := 2r +R0

ÄËß k îò 1 äî m

Res[k] :=
R · (2r + Res[k − 1])

R + (2r + Res[k − 1])
ÊÎÍÅÖ_ÄËß

Rc := 2(n−m+ 1) r + Res[m]

Ic :=
E
Rc

J [m+ 1] := Ic

ÄËß k îò m äî 1

I[k] :=
2r + Res[k − 1]

R + 2r + Res[k − 1]
· J [k + 1]

J[k] :=
R

R + 2r + Res[k − 1]
· J [k + 1]

ÊÎÍÅÖ_ÄËß

P:= (J [1])2 ·R0

Âûâåñòè P

êîíåö àëãîðèòìà

Çàïóñòèâ ïîñòðîåííûé àëãîðèòì äëÿm = 25 è äëÿm = 2, ïîëó÷èì îòâåòû
íà 2-é âîïðîñ è ÷àñòè÷íî íà 1-é âîïðîñ çàäàíèÿ.

7. Ïîèñê P0 ìîæíî îñóùåñòâèòü áåç íàïèñàííîãî àëãîðèòìà. Ïðè ðàçî-
ìêíóòûõ ðóáèëüíèêàõ (âñåõ) èìååì ïðîñòåéøóþ öåïü ñ îäíèì êîíòóðîì, êî-
òîðûé èìååò ñîïðîòèâëåíèå 2(n+1)r+R0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç íåãî ïðîòå-

êàåò òîê I0 =
E

2(n+ 1)r +R0
. Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü ñâåòèëüíèêà ðàâíà

P0 = I20R0 =
E2R0

(2(n+ 1)r +R0)2
.
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8. (10 êëàññ)
Äëÿ îòâåòà íà 4-é âîïðîñ äîñòàòî÷íî çàäàòü íóëåâîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé

r è çàíîâî çàïóñêàòü ðåàëèçîâàííûé àëãîðèòì äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé m. Ïðè
ýòîì ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå ìîùíîñòè íå áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè m. Ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå çàìêíóòûõ êëþ÷åé (âêëþ-
÷åííûõ ðóáèëüíèêîâ) îò 0 äî n ìîùíîñòü P0 ðàâíà

P =
E2

R0
.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü âîâñå áåç âû÷èñëåíèé. Åñëè r = 0, òî
âñå ó÷àñòêè ñ ðóáèëüíèêàìè, à òàêæå ó÷àñòîê ñî ñâåòèëüíèêîì ïîäêëþ÷åíû
ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó. Ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè ðóáèëüíèêîâ ýëåêòðè÷åñêóþ
ñõåìó öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�
����@@
R2 R0

E

ÑîïðîòèâëåíèåR2 áóäåò çàâèñåòü îò êîëè÷åñòâà âêëþ÷åííûõ ðóáèëüíèêîâ,
íî åãî âåëè÷èíà íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò. Ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà ñîïðîòèâëå-
íèè R0 âñåãäà ðàâíî E , ïîýòîìó ìîùíîñòü, âûäåëÿåìàÿ íà íåì ìîæåò áûòü
íàéäåíà êàê E2/R0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

8. (11 êëàññ)
Äëÿ îòâåòà íà 4-é âîïðîñ íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì. Ïóñòü òå-

ïåðü çàìêíóòî m ðóáèëüíèêîâ Kn � Kn−m+1 (áëèæíèå ê èñòî÷íèêó). Â òàêîé
ñèòóàöèè ìû ïîëó÷àåì öåïü, ñîñòîÿùóþ èç m ÿ÷ååê ñ çàìêíóòûìè êëþ÷àìè
è åùå îäíîé êîíöåâîé ÿ÷åéêè, ¾èäóùåé âîêðóã¿ ðàçîìêíóòûõ êëþ÷åé.

· · ·

· · ·









 �
����@@

· · ·

· · ·

R R R R R0
E

Kn Kn−m+1 Kn−m K1

r r r

r r r

An An−m+1 An−m A1 A0

Bn Bn−m+1 Bn−m B1 B0

Îáùàÿ ñõåìà ðàñ÷åòà ñîõðàíÿåòñÿ ïðåæíåé. Íî íà÷èíàòü åå íóæíî ñ ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ñàìîãî äàëüíåãî êóñêà An−m � A0 � B0 � Bn−m, êîòîðîå ðàâíî

RL = 2(n−m)r +R0.
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Äàëåå â öèêëå íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü ñîïðîòèâëåíèÿ ó÷àñòêîâ
AkBk, ãäå k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò n −m + 1 äî n. ×òîáû âíîñèòü ìåíüøå
èçìåíåíèé â àëãîðèòì, ïåðåíóìåðóåì ó÷àñòêè öåïè. Ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà
An−m+1−−Bn−m+1 îáîçíà÷èì R1 è òàê äàëåå äî ó÷àñòêà AnBn, ñîïðîòèâëåíèå
êîòîðîãî îáîçíà÷èì Rm.

Âñå ïîñëåäóþùèå äåéñòâèÿ îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Çàïèøåì èçìåíåííûé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì �Ëîçóíã-2�
íà÷àëî àëãîðèòìà
Res[0] := 2r(n−m) +R0

ÄËß k îò 1 äî m

Res[k] :=
R · (2r + Res[k − 1])

R + (2r + Res[k − 1])
ÊÎÍÅÖ_ÄËß

Rc := 2r + Res[m]

Ic :=
E
Rc

J [m+ 1] := Ic

ÄËß k îò m äî 1

I[k] :=
2r + Res[k − 1]

R + 2r + Res[k − 1]
· J [k + 1]

J[k] :=
R

R + 2r + Res[k − 1]
· J [k + 1]

ÊÎÍÅÖ_ÄËß

P:= (J [1])2 ·R0

Âûâåñòè P

êîíåö àëãîðèòìà

Çàïóñòèâ ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ m = 25, ïîëó÷èì îòâåò íà 4-é
âîïðîñ.

Îòâåòû (äëÿ 10 è 11 êëàññà).

1. P0 = 224.9 Âò, P2 = 216.5 Âò.

2. P25 = 152.7 Âò.

3. Mmin = 59 øò. (P58 = 112.5 Âò, P59 = 111.8 Âò.)

4. (11 êëàññ) M̃min = 88 øò. (P58 = 113.7 Âò, P88 = 112.1 Âò.)

4. (10 êëàññ) ÒàêîåM ïîäîáðàòü íåâîçìîæíî, ò.ê. òîê (è ñëåäîâàòåëüíî,
ìîùíîñòü) íà ñâåòèëüíèêå íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïðè çàìûêàíèè èëè ðàçìû-
êàíèè ðóáèëüíèêîâ.
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